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Prologo 



Il problema di misurare le cose che ci circondano è un’attività centrale della specie umana, con implicazioni non solo di natura matematica e scientifica ma anche economica e politica. Appena nati veniamo misurati, spesso già quando siamo nell’utero della madre. Sull’armadio della cucina di casa ho ancora le tacche corrispondenti alle altezze dei miei figli, con a fianco la data della misura. Chi non ha mai misurato la larghezza di una parete? Ogni essere umano sa usare una corda metrica, meglio se sufficientemente lunga così da non dover fare le somme. 
A definire la lunghezza del metro campione, una sbarra in platino iridio custodita presso un museo a Sèvres in Francia, fu l’Assemblea nazionale costituente durante la Rivoluzione francese. I rappresentanti del Terzo stato stabilirono nel 1791 che un metro (in greco, μετρον, significa misura) è la decimilionesima parte del quarto del meridiano terrestre, compreso fra il polo nord e l’equatore, che passa per Parigi. Una decisione politica che necessitava di un’attuazione pratica; per questo assunsero un astronomo e un matematico e li mandarono a misurare la lunghezza del meridiano di Parigi. I due impiegarono parecchi anni e al loro ritorno trovarono al potere il generale Napoleone Bonaparte, il quale sembra li abbia ricevuti con la storica frase «i generali passano, questa vostra scoperta non passerà mai». Nonostante parecchie resistenze politiche, iniziate durante il Congresso di Vienna, il metro si impose in quasi tutto il mondo come unità di misura comune, pur variando negli anni la definizione iniziale per raggiungere una precisione migliore. 
La pratica di misurare i segmenti di una linea retta traslando una sbarra di lunghezza unitaria è antica. I matematici greci utilizzavano la locuzione «commensurare» per determinare il multiplo o le frazioni di un segmento.  
Con l’ausilio di un quadrato di lato un metro si possono commensurare aree di sottoinsiemi piani e analogamente con cubi unitari si possono misurare i volumi dei solidi nello spazio.  
Possiamo immaginare lo sconcerto della scuola pitagorica nello scoprire che la diagonale di un quadrato di lato unitario non è commensurabile, ovvero non è esprimibile né come multiplo né come frazione del suo lato. Dunque per loro non era misurabile! Si racconta che Pitagora fece uccidere il discepolo che lo mise davanti a questa evidenza; leggenda fatta circolare per mostrare che anche una disciplina libera e democratica come la matematica può subire derive accademiche autoritarie.  
Il primo che si dedicò con successo alla misura di enti curvi nello spazio fu Archimede, matematico e ingegnere della Magna Grecia. Vero pioniere della geometria, nella sua accezione più letterale di «misura della Terra», Archimede calcolò la superficie e il volume della sfera. Come vedremo, li commensurò con analoghe quantità di una figura più facile da gestire, il cilindro circoscritto. Al di là del risultato in sé, rappresentato dalla formula che dà il titolo al libro, la genialità del lavoro del matematico siracusano sta proprio nel metodo da lui usato, che consiste nel commensurare, anche con strumenti meccanici, quantità di oggetti complessi con quelle di oggetti più semplici. Fortemente consapevole della potenza del suo metodo, curò con estrema attenzione le premesse per evitare possibili cedimenti nella teoria complessiva. Per questo enunciò un assioma, che ancora oggi chiamiamo assioma di Archimede, senza il quale buona parte delle teorie matematiche contemporanee non avrebbero consistenza. Postulando, come vedremo, che ogni segmento sommato a sé stesso un numero sufficiente di volte supera qualunque segmento dato, esclude di fatto la presenza di segmenti con misura nulla, che verranno poi chiamati infinitesimi. Per riprendere un’analogia con la politica, Archimede, cittadino della polis siracusana, afferma per i segmenti uno degli assiomi della democrazia, ovvero che ogni cittadino sommato opportunamente con altri può superare un gruppo fissato raggiungendo la maggioranza; non ci sono cittadini che non contano. Gli infinitesimi entreranno in gioco più tardi in matematica, ma proprio grazie all’assioma di Archimede verranno collocati nell’ambito di loro pertinenza. Coerenza e rigore, accompagnati da un amore travolgente per la matematica, non hanno impedito ad Archimede di assumere anche un ruolo politico e di difesa della città; anzi, forse proprio queste sue doti mentali e caratteriali lo hanno spinto a farlo. Un coinvolgimento che causò la sua morte violenta in un episodio efferato che nei secoli ha assunto un alto valore simbolico, come vedremo. 
Il misurare come azione fondamentale di ogni disciplina scientifica affascinerà anche Galileo Galilei, che riprenderà i calcoli e le dimostrazioni di Archimede con un gusto e una sensibilità nuovi. Il metodo con cui Galilei ritrova la formula di Archimede si presta a essere esteso allo studio della volta celeste e alla misura di traiettorie che si curvano a causa delle forze che intervengono in natura. Nell’umanesimo scientifico di Galilei troviamo la volontà di interpretare il comportamento della natura con le formule della matematica. Anche lui si scontra con l’autoritarismo politico del tempo, ma a differenza di Archimede non soccombe e prosegue con scritti che, nel contenuto e nello stile, sono un manifesto della libertà di ricerca.  
Parliamo di formule ma è bene osservare che i matematici, al tempo di Archimede ma anche oltre, fino a Galilei compreso, non possedevano il formalismo necessario per descrivere succintamente ed elegantemente i propri risultati. Lo facevano attraverso il linguaggio corrente, lo splendido greco ellenistico nel caso di Archimede, un giovane italiano «volgare» nella prosa erudita e armoniosa di Galilei. 
Cartesio, Leibniz e tanti altri a seguire, forniscono ai matematici il formalismo necessario per redigere eleganti e sintetiche formule, ricche di contenuti.  
L’avvento delle formule cambia anche il modo di essere e di sentire la matematica. Per capire cosa intendo si pensi al mondo della scuola, agli studenti e alla nostra esperienza personale in questo ambito. Si può vedere una divisione in due schieramenti: da un lato quello degli appassionati della formula, che ne apprezzano il contenuto, la forma e la facilità nel memorizzarla. Dall’altro quello dei fieri antagonisti dell’essenzialità, del rigore formale e forse anche dell’aridità insiti in una formula; questi ultimi sono spesso motivati dalla difficoltà della loro mente che si rifiuta di «immagazzinarla».  
Osservando con maggiore attenzione si nota come l’uso delle formule apre nella matematica contemporanea nuove e straordinarie prospettive: questi espedienti espressivi divengono ben presto strumenti che possono essere usati in contesti diversi da quelli originali dando avvio a nuove idee e nuove applicazioni. Ai giorni nostri la tecnologia informatica e digitale favorisce l’uso, che potremmo definire meccanico o automatico, delle formule e le applica con estrema naturalezza in situazioni diverse, dalla biologia all’economia ad esempio, con risultati sorprendenti. 
La consacrazione definitiva delle formule in geometria avviene per opera del matematico tedesco Carl Friedrich Gauss, spesso denominato come Princeps Mathematicorum. Questi misura l’area di superfici curve nello spazio ottenendo una formula che dipende dalla curvatura della superficie stessa. Osserva che quella di Archimede per l’area della sfera non solo è l’unica possibile per questa superficie, ma viceversa caratterizza la sfera come l’unica superficie con quella formula. Gauss estende di gran lunga i calcoli di Archimede con conseguenze mirabolanti nel campo della geometria, tanto da portarlo ad affermare la frase, rimasta celebre: Formula itaque art. praec. sponte perducit ad egregium Theorema (la formula ci conduce quindi, di sua iniziativa, a un Teorema egregio). 
Anche Gauss si intrufola nel mondo della politica ma per questioni di soldi: espone la sua formula al principe di Sassonia e lo convince ad affidargli l’incarico di misurare l’estensione di tutti i suoi possedimenti. Per il calcolo della superficie del ducato di Hannover, Gauss riceve un ottimo compenso, con il quale risolve i problemi finanziari della sua numerosa famiglia, mentre il principe terriero consolida il suo prestigio personale. 
Le novità delle scoperte spingono Gauss a sviluppare una serie di considerazioni di tipo filosofico sulla capacità della geometria di interpretare le forme dello spazio. Convinto sostenitore delle basi sperimentali di questa disciplina, si interroga sulla possibilità di osservare in natura alcuni fenomeni matematici che i suoi calcoli prevedono. La teoria che elabora su come misurare quanto «si curva» una superficie lo porta a speculare sull’esistenza di superfici che possono essere curvate «negativamente». Anticipando gli stupori e le meraviglie di Alice nelle sue avventure nel paese delle meraviglie descrive, in lettere private e non in articoli ufficiali, il comportamento bizzarro degli enti geometrici che vivono su questo tipo di superfici. Suggerisce, occasionalmente e per scherzo, che forse la geometria euclidea non è la vera geometria e parla per la prima volta di geometrie non euclidee. 
Nella seconda metà dell’800 per l’Europa si aggirano nuovi spettri e nuove ideologie che determineranno il futuro dell’intero pianeta. Il matematico ungherese J. Bolyai agita lo spettro di una vera scienza dello spazio che sovverta il vetusto quinto postulato di Euclide. Il collega russo Nikolaj Ivanovič Lobačevskij alza lo sguardo e si propone di misurare la distanza dalla Terra alla stella fissa Sirio, per questo costruisce una geometria immaginaria che fornisce un risultato eccellente e per la prima volta una scala realistica delle dimensioni dell’universo. Ma il primo concreto modello di geometria iperbolica, che soppianta dopo 2.000 anni il postulato di Euclide, nasce dalle misure fatte da Eugenio Beltrami, giovane matematico che vive l’infanzia e l’adolescenza nelle campagne e nelle città della pianura padana, teatro di cruente battaglie e insurrezioni destinate a mutare profondamente tutto l’ordito della politica italiana.  
Beltrami è a pieno titolo cittadino del suo tempo, sia nelle convinzioni politiche, che lo faranno espellere dal Collegio Ghisleri di Pavia e gli impediranno di laurearsi, sia nelle intuizioni geometriche, che gli procureranno la fama imperitura di primo matematico che si avventura a misurare il misterioso mondo iperbolico. Costruisce una superficie curvata negativamente, che indica con il nome pseudosfera, per accomunarla, ma al tempo stesso per opporla, alla sfera. 
Nel libro richiamo spesso il grande innovatore della geometria della seconda metà dell’800, il tedesco Bernhard Riemann, allievo di Gauss e da subito destinato a superare il maestro. Beltrami costruisce la pseudosfera a partire dalla teoria e dai calcoli sviluppati da Riemann. Nel secolo successivo Albert Einstein intuisce che la geometria riemaniana è la geometria pratica che gli serve per descrivere la forma dell’universo e per misurarlo. Il grande fisico costruisce la teoria della relatività (speciale e poi generale) in uno spazio a più dimensioni e curvo, dove le tecniche di misura obbediscono alle regole indicate da Riemann, così come perfezionate da Levi Civita e da Ricci Curbastro.  
L’equazione di campo di Einstein è la formula che racchiude gran parte della teoria della relatività; penso si possa dire che è l’equivalente moderno della formula di Archimede. Utile per determinare e studiare la forma del nostro universo, che sembra essere una sfera in più dimensioni, un’ipersfera, come vedremo nell’ultimo capitolo.



I. 

Un matematico a difesa di Siracusa 



Anno 541 ab urbe
            condita, ovvero 212 a.C., assedio romano della città di Siracusa, nelle
        parole dello storico Plutarco (46-127 d.C.), tratte dalle Vite parallele:
            Marcello. 
I siracusani, quando videro i romani investire la città
            da due fronti, terra e mare, rimasero storditi e ammutolirono dalla paura. Pensavano che
            nulla avrebbe potuto contrastare l’impeto di un attacco in forze di tali proporzioni. Di
            tutto ciò non si preoccupò Archimede, come se le armi del nemico nulla contassero a
            paragone dei suoi meccanismi. Cominciò quindi a caricare le macchine e a far piovere
            sulla fanteria nemica proiettili di ogni genere. Grandi masse di pietra cadevano
            dall’alto con enorme fragore e velocità; non c’era modo di difendersi dal loro urto,
            rovesciavano a terra tutti quelli che incontravano, scompigliando i ranghi. 
Contemporaneamente lunghi pali venivano proiettati
            fuori dalle mura, in direzione delle navi affondandole senza
            rimedio con diverse tecniche: colpendole dall’alto con dei pesi, oppure afferrandole per
            la prua con delle mani di ferro e sollevandole in verticale per poi immergerle
            nell’acqua con la poppa. Con cavi immersi nell’acqua e azionati dall’interno della città
            imbragavano le navi che venivano poi fatte girare, sballottate qua e là fino a farle
            sfracellare contro le rocce e gli scogli posti sotto le mura, provocando un grave
            massacro degli uomini a bordo che subivano così la stessa sorte delle navi. 


Sembra la descrizione della scena di un
        film di fantascienza, come Guerre stellari; si parla invece di una
        battaglia della seconda guerra punica, avvenuta più di 2.000 anni fa nelle splendide acque
        davanti alla polis greca di Siracusa. Le legioni e la flotta romana guidate dal console
        Marco Claudio Marcello, soprannominato la «spada di Roma», vogliono ribaltare la situazione
        dopo la disfatta di Canne. Conquisteranno Siracusa dopo due anni di assedio. Alla
            forza oscura di Roma, una Repubblica di contadini e soldati, la
        colta e raffinata polis siracusana oppone il lato chiaro della forza,
        illuminato dal genio di un famoso matematico che costruisce incredibili macchine da guerra. 
La spettacolare drammaticità di questo
        evento, che segna il corso della storia umana e in parte anche
        quella della matematica, è descritta nel film muto Cabiria del 1914; il
        più grande kolossal dell’epoca, con la scenografia di Gabriele D’Annunzio, ispirato ai testi
        di Salgari e Flaubert, una colonna sonora di intensa drammaticità e scene di grande
        realismo. 
Nel film vediamo tra l’altro Archimede
        che dapprima progetta i famosi specchi ustori e poi con perizia li usa per dare alle fiamme
        la flotta nemica. 
La veridicità di quest’ultimo episodio è
        molto dubbia, forse gli studi di Archimede sugli specchi parabolici non furono davvero
        utilizzati nella battaglia. Le difficoltà tecniche nella realizzazione di una tale «arma»
        sono infatti troppe rispetto alla sua effettiva efficienza. Sicuramente Archimede al
        riguardo sviluppa risultati fondamentali che, da allora fino ai giorni nostri, hanno
        contribuito al progresso tecnologico, basti pensare alle antenne paraboliche dei nostri
        televisori. 
Le macchine da guerra ideate da Archimede
        risultarono fondamentali per la resistenza dei siracusani all’assedio, soprattutto nella
        prima fase del 214 a.C. Estremamente prezioso fu l’uso di catapulte e di grandi balestre
        fisse. 
Proseguiamo con la lettura di Plutarco
        che spiega come Archimede sia diventato l’ideatore del genio militare siracusano:
        
    
Non che ad esse [le macchine da guerra] si fosse
            dedicato come ad un lavoro degno di attenzione; per la maggior parte erano
            intrattenimenti geometrici, fatti a tempo perso. Re Ierone [il tiranno siracusano] per
            primo sollecitò e convinse Archimede a orientare in parte la sua tecnica dalle
            cognizioni teoretiche alle cose concrete, mescolando la speculazione coi bisogni
            materiali, in modo da renderla più chiara ai profani […]. Archimede scrisse un giorno al
            re Ierone, suo parente ed amico, che si poteva con una piccola forza sollevare un peso
            molto grande. Preso d’entusiasmo per il vigore della propria dimostrazione, Archimede
            aggiunse che se fosse esistita un’altra Terra, egli avrebbe mosso questa trasferendosi
            in quella. Ierone trasecolò di fronte alla scoperta dell’amico e lo pregò di convertire
            in pratica la sua proposizione, mostrando in concreto un grosso oggetto mosso da una
            piccola forza. Archimede prese allora un mercantile a tre alberi della flotta reale, che
            per essere tirato in secco necessitava di grande fatica e dell’impiego di molte persone.
            V’imbarcò, oltre il suo carico abituale, una grande quantità di uomini, poi si sedette e
            senza nessuno sforzo, muovendo tranquillamente con una mano un sistema di carrucole, lo
            fece avvicinare a sé dolcemente e senza sussulti, come se volasse sulle onde del mare.
            Il re fu colpito dalla straordinaria prova, comprese le potenzialità delle scoperte
            scientifiche di Archimede e lo convinse a preparare per lui
            delle macchine belliche, sia da difesa che di offesa, che potessero servire in caso di
            assedio. 


La descrizione di Plutarco ci porta,
        forse con un pizzico di retorica, al tema di questo libro: 
Persuaso che l’attività di costruire macchine, come
            qualsiasi altra arte che si rivolga a un’utilità immediata, è ignobile e grossolana,
            Archimede orientò le sue ricerche più ambiziose soltanto a studi la cui bellezza ed
            astrazione non siano contaminate da esigenze di ordine materiale. E queste sue ricerche
            non ammettono confronti con nessun’altra. In esse assistiamo ad una gara continua tra
            materia e dimostrazioni: la prima fornisce soggetti grandi e nobili, le seconde
            risultano di precisione e di forza straordinarie. In tutta la
                geometria non è dato incontrare argomenti più difficili e
            profondi di quelli affrontati da Archimede, espressi in termini semplici e chiari.
            Alcuni studiosi attribuiscono questo portento alle doti congenite dell’uomo; altri
            ritengono che il fatto che ogni risultato sembri raggiunto senza alcuna fatica e
            difficoltà sia dovuto allo straordinario lavoro di elaborazione con cui lo ricavò. Per
            quanto uno cerchi, non potrebbe arrivare mai da solo alle dimostrazioni che Archimede
            fornisce; eppure, appena le ha apprese da lui, ha la sensazione che sarebbe riuscito
            egli pure a trovarle, tanto è liscia e rapida la strada per cui
            conduce a ciò che vuole dimostrare. Non c’è dunque ragione di non credere a quanto si
            dice di Archimede, e cioè che visse continuamente incantato da quella che potremmo
            chiamare una Sirena, a lui familiare e di casa, al punto da scordarsi persino di
            mangiare e di curare il proprio corpo. Quando i servitori lo trascinavano a viva forza
            nel bagno per lavarlo e ungerlo, egli disegnava sulla cenere della stufa alcune figure
            geometriche; appena lo spalmavano d’olio, tracciava sulle proprie membra delle linee col
            dito, tanto lo dominava il diletto; era veramente prigioniero delle Muse. Molte e
            mirabili furono le scoperte che fece; si dice però che pregò amici e parenti di mettere
            sulla sua tomba un cilindro con dentro una sfera, e quale iscrizione la
                proporzione dell’eccedenza del solido contenente rispetto al contenuto.
        


Con questo aneddoto Plutarco indica
        dunque quale fosse per Archimede stesso il suo risultato più importante, quello da portare
        nella tomba. O meglio sulla tomba, in modo che i passanti lo possano ammirare
        attribuendogliene il giusto valore. 
Archimede sul tema scrisse un trattato
        dal titolo Sulla sfera e il cilindro, che così introduce: 
In seguito, essendomi imbattuto in teoremi degni di
            considerazione, composi la loro dimostrazione. Sono questi:
            dapprima che la superficie della sfera è quadrupla del suo cerchio massimo […]. Oltre a
            questi: che ogni cilindro con base uguale al cerchio massimo di una sfera e
                altezza uguale al diametro è una volta e mezzo la sfera e la sua superficie totale è
                anch’essa una volta e mezzo la superfice della sfera […].
            Queste proprietà sono da sempre inerenti alla natura delle figure menzionate,
            ma sono rimaste ignote a coloro che prima di noi si occuparono di geometria, dal momento
            che nessuno di essi comprese che esiste commensurabilità tra queste figure.
            Perciò io non esiterei a paragonare queste proprietà con le speculazioni di
            altri geometri, ad esempio con i teoremi di Eudosso sulle figure solide, a mio parere
            tra i risultati più eccellenti. Cioè che ogni piramide è un terzo del prisma che ha
            stessa base e altezza, e che ogni cono è un terzo del cilindro che ha stessa base e
            altezza. 


Interpretiamo con il linguaggio e la
        simbologia matematica moderna la proposizione enunciata da Archimede, per ritrovare la
        formula del titolo del libro. 
Cominciamo dal simbolo
            π, che si legge pi greco, il cui uso per indicare l’area del
        cerchio di raggio unitario fu introdotto solo nel 1707 dal matematico William Jones. Con
        questa convenzione, attraverso un semplice ragionamento logico
        attribuito agli antichi matematici greci che vedremo nel secondo capitolo, l’area del
        cerchio di raggio r è data dalla formula: 
A(r) =
                πr2

Archimede afferma che la superficie
        della sfera di raggio r, che indichiamo con
                Asfera, è quadrupla del suo cerchio
        massimo. Secondo lo scienziato siracusano abbiamo quindi: 
Asfera =
                4πr2

Nel suo trattato prosegue con due
        affermazioni sulla proporzione, o meglio sulla commensurabilità, tra le misure del cilindro
        circoscritto a una sfera e la sfera stessa, rappresentati nella figura
        1.1.
    
[image: FIG. 1.1. Sfera e cilindro circoscritto.]
FIG. 1.1. Sfera e cilindro
                circoscritto.


Il cilindro è una volta e mezzo la
        sfera, sia in volume (parola sottointesa da Archimede quando parla del solido in sé) che in
        superficie totale. 
Questa parte non è semplicemente una
        ripetizione, più involuta, della formula iniziale; è un’indicazione precisa su come ottenere
        una dimostrazione. Archimede suggerisce di confrontare la sfera con il suo cilindro
        circoscritto; per misurare una figura ideale e perfetta come la sfera la riconduce, o meglio
        la commensura, a una più semplice, in questo caso il cilindro. 
Nel prossimo capitolo dimostreremo
        questa formula e altre ad essa legate, seguendo proprio questi consigli e metodi proposti
        dallo scienziato. 
Archimede chiude la parte introduttiva
        con una frase molto bella e ricca di suggestioni: «Infatti, sebbene che queste proprietà
        fossero da sempre inerenti alla natura delle figure, e sebbene molti eccellenti geometri
        fossero fioriti prima di Eudosso, esse rimasero sconosciute a tutti e nessuno di loro le
            comprese».
    
Come osserva Eduard Jan Dijksterhuis,
        matematico, storico ed esegeta, 
Archimede esprime qui la propria meraviglia per il
            fatto che alle figure geometriche possano inerire notevoli proprietà che, per non essere
            esplicitate dalla definizione, rimangono a lungo ignote,
            nonostante la loro semplicità. Si tratta, insomma, del tipico stupore del matematico nei
            confronti della ricchezza intrinseca e insospettata delle proprie
                definizioni. 


Il racconto di Plutarco relativo alla
        tomba si basa anche su una testimonianza diretta di Marco Tullio Cicerone (107-43 a.C.) che
        nelle Tuscolane, conversazioni preparate nella sua villa di Tuscolo,
        scrive: 
Quand’ero questore scoprii la sua tomba, cinta con una
            siepe da ogni lato e vestita da rovi e spineti, sebbene i siracusani negassero del tutto
            che esistesse. Sapevo di fatto di alcuni brevi versi, che dicevano essere scritti sul
            suo sepolcro e che dichiaravano come alla sommità fosse posta una sfera con un cilindro.
            Passando in rassegna i numerosi sepolcri situati alle porte Agrigentine, la mia
            attenzione fu attratta da una piccola colonna che sporgeva in fuori da dei cespugli,
            sopra la quale c’era la figura di una sfera e di un cilindro. 


L’assedio di Siracusa, durato circa due
        anni (214-212 a.C.), si concluse con la presa della città da parte delle truppe del console
        Marcello, in una lunga e a tratti cruenta battaglia iniziata nella primavera 212 e
        protrattasi per parecchi mesi. Nelle sue famose cronache Tito Livio narra che «Marcello, una
        volta entrato in Siracusa attraverso le mura […] come vide davanti
        ai suoi occhi la città, che a quel tempo era forse fra tutte la più bella, abbia pianto in
        parte per la gioia di aver condotto a termine un’impresa così grande, in parte per l’antica
        gloria della città».
    
Siracusa era governata da tiranni, più o
        meno illuminati, che, pur cercando di garantire l’autonomia della polis, in «politica
        estera» si barcamenavano tra l’alleanza con Roma e quella con Cartagine. Il tiranno Ierone
        si fa affiancare nel governo dal figlio Gelone, intimo amico di Archimede; il primo è a
        favore dell’alleanza con Roma, il secondo si schiera apertamente con Cartagine,
        probabilmente anche a seguito della vittoria di Annibale a Canne. Lo scienziato in questa
        fase discute con loro i suoi risultati scientifici e progetta numerose macchine, di uso
        civile e bellico. Curiosamente dedica al solo Gelone alcuni suoi trattati; certi storici
        vedono in questo una precisa scelta di campo politica dell’autore. 
Alla morte improvvisa di Gelone (215
        a.C.) il tiranno diventa Geronimo, il giovane figlio quindicenne di Gelone, alla cui
        educazione sovraintendeva Archimede. È possibile che in questi difficili frangenti, anche
        per tutelare il giovane e inesperto tiranno dalle mire dei potenti generi di Ierone,
        Archimede decida di prendere posizione in campo politico e di spingere Geronimo ad affidarsi
        direttamente ad Annibale.
    
Di fatto Geronimo rompe le relazioni con
        Roma e sigla un’alleanza con Cartagine, che come conseguenza porterà all’assedio. 
Lorenzo Braccesi, storico greco-romano,
        suggerisce che Archimede, «da scienziato mai appagato del proprio sapere, era più portato a
        dialogare con i dotti colleghi dell’area mediterranea, e tra loro con gli astronomi e i
        cartografi punici, anziché con i rozzi agrimensori romani». In
        quest’ottica formula una suggestiva ipotesi sulle cause della tragica fine dello scienziato,
        ucciso da un soldato romano durante la presa della città. Braccesi si chiede: «ma se il
        quadro è questo, se Archimede non è solo il geniale inventore di nuovi ordigni di guerra, ma
        è anche da includere tra i responsabili politici della rottura con Roma, allora ci si
        prospetta l’ipotesi che Marcello, espugnata e vinta Siracusa, abbia deliberatamente
        commissionato a un proprio sicario il suo assassinio». 
Questa originale prospettiva scaturisce
        senz’altro da un sentire moderno e dalla consapevolezza del sempre possibile conflitto tra
        scienza e politica. Un politico come Marcello non poteva permettersi di celebrare il trionfo
        a Roma trascinando in catene uno scienziato noto e apprezzato. Se la scienza non concorda
        con l’azione politica, il potere preferisce eliminarla.
    
È interessante rileggere la descrizione
        in forma di cronaca data da due grandi storici dell’Antichità. Valerio Massimo, vissuto
        attorno all’anno zero, scrive: 
Marcello, poiché ebbe espugnata Siracusa […],
            affascinato dal genio di Archimede, dispose pubblicamente che se ne risparmiasse la vita
            […]. Ma un soldato, che aveva fatto irruzione nella sua casa per predare, impugnando la
            spada sulla sua testa gli chiese chi fosse. Lo scienziato, per il troppo desiderio di
            risolvere il problema allo studio, non volle dirgli il suo nome […]. Avendo dato
            l’impressione di trascurare l’ordine del vincitore, egli fu decapitato, e il suo sangue
            confuse gli appunti delle formule. 


Certamente Plutarco è più incline a
        pensare a un ordine superiore: 
Altri storici narrano che il soldato romano
                si presentò già con la spada in pugno, pronto per assassinarlo.
            Al che Archimede, come lo vide, lo pregò di aspettare un istante per non lasciare
            incompleto e privo di dimostrazione ciò che cercava, ma il milite senza tanti
            complimenti lo uccise. Tutti gli storici sono però concordi nel dire che Marcello fu
            molto addolorato dalla sua morte e che ritrasse lo sguardo dall’uccisore come se questi
            fosse un sacrilego.
        


Sullo sfondo di queste cronache puntuali
        vediamo rappresentato un momento cruciale della storia umana nel quale si avvicendano due
        mondi culturali, politici ed economici. In particolare si assiste al tramonto della civiltà
        e della cultura greca, che aveva in Siracusa un baricentro importante. Matematica e
        geometria nascono lì attorno: con Zenone a Elea (nei pressi di Napoli), con Pitagora a
        Crotone (Calabria), con Platone che soggiornò a lungo a Siracusa, e con Euclide ad
        Alessandria. Archimede è uno degli ultimi grandi matematici della Magna Grecia, come loro un
        uomo libero e dedito allo sviluppo di ardite costruzioni mentali. Fondatori e artefici del
        metodo scientifico, che passa dalla formulazione dei problemi, attraverso l’osservazione del
        reale, alla loro risoluzione, attraverso sofisticati e geniali modelli matematici tuttora
        validi. La misura della sfera, come il teorema di Pitagora o le considerazioni sull’infinito
        di Zenone, rappresentano l’apice di queste meditazioni. 
La concentrazione di pensiero in questa
        splendida e fertile zona del mondo attorno a Siracusa e affacciata sul Mediterraneo è
        davvero singolare; la Magna Grecia, ora Italia del Sud, era, con Alessandria, il centro
        geografico dell’Ellenismo. 
    
Un tributo alle origini ellenistiche e a
        due suoi grandi protagonisti la cultura popolare italiana lo offre in maniera curiosa con il
        personaggio di Archimede Pitagorico, creato dalla Walt Disney italiana,
        praticamente sconosciuto al di fuori dell’Italia. Per molti della mia generazione ha
        rappresentato l’icona dello scienziato, geniale e astratto ma sempre pronto a soddisfare le
        richieste del committente, il tiranno multimilionario Paperon de’ Paperoni, che alla fine
        non paga mai. La figura 1.2 è tratta da una copertina di Topolino degli anni ’80, la
        fantasia delle bolle di sapone quadrate è un’ironia geometrica che solo Archimede Pitagorico
        poteva concepire. 
[image: FIG. 1.2. Archimede Pitagorico.]
FIG. 1.2. Archimede
                Pitagorico.


L’avvento dell’Impero romano, con le sue
        milizie, le sue strade, il suo diritto e il suo potere politico,
        interrompe bruscamente questo periodo di fondazione e sviluppo culturale. Quasi a dire che
        di idee e di pensiero astratto ce n’era abbastanza ed era giunto il tempo di organizzare la
        società, il tempo del primato della politica sulla conoscenza. La nuova epoca si suggella
        anche con linguaggio e nomi nuovi: i romani coniano la definizione di Mare
            Nostrum per definire il Mediterraneo. Sono loro ora i padroni della terra e
        degli uomini che costituivano la Magna Grecia. 
La matematica arresta il suo fantastico
        sviluppo, probabilmente è vero quel che sostiene lo storico statunitense Carl Boyer: «la
        scoperta della tomba di Archimede da parte di Cicerone è stato il maggior contributo dato
        dal mondo romano alla matematica. Forse l’unico».
    
Oggi la comunità scientifica
        internazionale ha una straordinaria considerazione nei riguardi del genio di Siracusa e
        spesso ne fa una bandiera. Per la matematica prendiamo ad esempio la medaglia Fields, un
        premio istituito nel 1936 e considerato il «Nobel della matematica». Viene assegnato ogni
        quattro anni a quattro matematici sotto i quarant’anni per il complesso della loro
        produzione scientifica. Sulla medaglia è riprodotta una presunta effigie di Archimede,
        contornata dal motto Transire suum pectus mundoque potiri (Elevarsi al
        di sopra di sé stessi e conquistare il mondo).



II. 

Il metodo 



Prima di affrontare nello specifico alcuni dei principali risultati di Archimede nel campo della matematica è opportuno dire due parole su quale sia il suo «metodo» nell’affrontare tali questioni. L’argomento ha appassionato molti storici e filosofi, oltre ovviamente molti matematici. Lo scienziato ellenistico opera in un periodo storico in cui il pensiero matematico greco ha raggiunto una fase evoluta; ha a disposizione una solida teoria della geometria sviluppatasi nei secoli precedenti per opera di pensatori quali Talete, Pitagora, Democrito, Platone, Eudosso, Euclide e tanti altri.  
In parallelo con le teorie empiriche, basate sull’esperienza del reale, questi pensatori hanno costruito delle teorie razionali, basate sulla capacità della mente umana di immaginare e costruire concetti intellegibili, di produrre idee (idea = ιδεα in greco significa schema o figura matematica). Matematica e geometria nascono come strumenti adeguati a modellizzare e interpretare il reale; in questo trova ragione il loro affermarsi come scienze fondamentali, oggi più che mai ineludibili, per la creazione di conoscenza. 
Lo svilupparsi, a fianco della visione empirica, di una visione più razionale o ideale avviene in contemporanea a un altro grande mutamento culturale. Il sapere, discusso e tramandato per via orale (epos), acquista una dimensione scritta (logos), che permette una sua «conservazione» e un suo «scambio» attraverso lo strumento tecnico dei papiri. L’affiancarsi del logos all’epos, simbolicamente fatto iniziare con Omero, trova in Platone, Euclide, Archimede e altri una perfetta realizzazione. I dialoghi di Platone danno una veste scritta e permanente al pensiero orale dei presocratici e di Socrate. Gli Elementi di Euclide, assieme al Metodo di Archimede o al Trattato sulle Coniche di Apollonio, sono i primi esempi di stesura scritta di un metodo che consiste nel prendere alcuni concetti fondamentali, creatisi attraverso l’esperienza, nella mente umana, e di formalizzarli in maniera astratta, a priori, attraverso poche definizioni e postulati, chiari e non contraddittori. In particolare gli Elementi di Euclide forniscono un nucleo ben organizzato di definizioni e proposizioni come punto di partenza per ulteriori indagini. I testi archimedei che maggiormente utilizzeremo in questo libro sono i trattati Sulla sfera e il cilindro (I e II), la Misura del cerchio e Il metodo dei teoremi meccanici.  
Da Omero in poi, chi scrive indica spesso in un proemio l’oggetto della composizione. Questo soprattutto in epoca antica quando gli scritti non avevano la forma dei nostri libri, con copertina, titolo, indice e altro. Il proemio aveva lo scopo primario di orientare l’orizzonte di aspettative del lettore; secondariamente anche una funzione psicologica, un rituale di inaugurazione nel quale veniva aperta la comunicazione tra emittente e destinatario. 
Ecco quanto scrive Archimede nel proemio al Metodo, un buon inizio anche per il lettore di questo libro. 
Archimede ad Eratostene, salute!  
Tempo fa ti comunicai per iscritto gli enunciati da me trovati, incitandoti a trovare quelle dimostrazioni che non ti dicevo sul momento […]. Ecco nel presente libro vado a comunicarti per iscritto le dimostrazioni di questi risultati. Sapendoti però curioso intellettualmente, sempre in prima fila nella ricerca del sapere e all’occasione in grado di apprezzare al meglio le argomentazioni matematiche, mi è sembrato opportuno esporti in dettaglio per iscritto nello stesso libro le peculiarità di una particolare procedura, grazie alla quale, una volta assimilata, sarà agevole prendere le mosse per essere in grado di stabilire qualche risultato matematico in virtù di considerazioni meccaniche, e sono d’altronde convinto che essa sia non meno utile in vista della dimostrazione dei risultati stessi. In effetti, alcuni risultati che mi si erano in un primo momento rivelati per via meccanica sono poi stati da me dimostrati per via geometrica, dato che lo stabilire risultati per mezzo di questa procedura si situa al di fuori di un contesto dimostrativo. È infatti più agevole elaborare una dimostrazione di quanto ricercato una volta che siano poste delle linee guida per mezzo della procedura piuttosto che mettersi a ricercare senza alcuna linea guida. Per questo motivo, della scoperta di quei risultati di cui Eudosso diffuse per primo la dimostrazione, a proposito del cono e della piramide, che il cono è la terza parte del cilindro (e la piramide del prisma) cha ha la stessa base e altezza uguale, una parte non piccola del merito andrebbe assegnata a Democrito, che per primo fece quest’asserzione riguardo alla detta figura al di fuori di un contesto dimostrativo. Mi è capitato che anche la scoperta del risultato cui ora do diffusione si sia prodotta in modo analogo a quelle precedenti; volevo d’altro canto far circolare la procedura per iscritto, vuoi perché, essendomi espresso su di essa in precedenza, non paresse a qualcuno che parlo a vanvera, vuoi perché sono convinto che se ne produca una utilità non piccola per la materia, ritengo infatti che certuni (nel presente o nel futuro) potranno scoprire grazie al metodo, altri risultati che non mi sono ancora venuti a mente.  


Il Metodo è l’opera più misteriosa di Archimede, giunta a noi in maniera molto rocambolesca. Molto diffusa e utilizzata dalla (ristretta) comunità matematica dell’epoca, scompare nel Medioevo per riapparire in un famoso palinsesto alla fine del 1800 a Costantinopoli. Il palinsesto è una raccolta di pergamene, più volte sovrascritte, la cui scrittura inferiore (la prima) in questo caso risaliva al X secolo e contiene gran parte delle opere di Archimede, compreso il Metodo. Letto e ricopiato in parte da uno studioso tedesco, nel 1906 viene rubato e quindi sparisce nuovamente. Nel 1998 un antiquario parigino lo mette in vendita presso la casa d’aste Christie’s di New York; un anonimo collezionista se lo aggiudicò per due milioni di dollari e lo affidò per restauro e digitalizzazione al Walter Art Museum di Baltimora. La versione digitale può essere consultata sul sito www.archimedespalimpsest.org. 
Il Metodo contiene una serie di teoremi, in larga parte indipendenti l’uno dall’altro. È probabilmente l’ultima opera di Archimede e rappresenta una sorta di testamento scientifico, un testo nel quale il siracusano tira le fila della sua attività di matematico.  
Ciò che vuole passare ai futuri ricercatori è l’utilizzo di una procedura meccanica attraverso la quale arrivare in una prima fase a una formulazione e a una dimostrazione approssimativa del teorema. Vuole misurare quantità come lunghezza, area o volume di oggetti dello spazio attraverso il confronto con altri oggetti per i quali le misure sono note. Il confronto avviene cercando l’equilibrio su una bilancia a leva tra i due oggetti. Si basa sul noto principio della leva secondo il quale il peso dei due oggetti risulta in proporzione opposta a quella della lunghezza dei rispettivi bracci della bilancia. 
Il famoso aneddoto attribuito ad Archimede, «datemi un punto d’appoggio e vi solleverò il mondo», ha sicuramente un fondamento in questo trattato.  
Vedremo più in dettaglio nel prossimo capitolo come utilizzare questo metodo per commensurare la superficie della sfera con quella del cilindro circoscritto. 
Archimede afferma che il metodo meccanico non fornisce un’effettiva dimostrazione ma solo l’idea di come debba essere il risultato. Una dimostrazione conclusiva, che chiama geometrica, la ottiene successivamente con il metodo logico deduttivo di Euclide. Più precisamente utilizza il metodo di esaustione di Eudosso, contenuto negli Elementi, osservando che Eudosso perfeziona con la logica le dimostrazioni ottenute in precedenza da Democrito con metodi di tipo meccanico.



III. 

La misura del cerchio e della sfera 



Questo capitolo è dedicato ai
            teoremi di Archimede legati a cerchio e sfera. Dopo averli
        enunciati e discussi prenderò un po’ di spazio per fornirne una dimostrazione. Per i
        matematici, e soprattutto per Archimede, questa è la parte divertente: dare una
        dimostrazione di quel che si afferma. Capita a volte addirittura che il lavoro di un
        matematico sia apprezzato più per il tipo di dimostrazioni fornite che per gli enunciati
        veri e propri; in alcuni casi le dimostrazioni possono essere utilizzate per provare altri
        teoremi, magari più generali e importanti di quelli di partenza. 
Iniziamo con il ricordare alcune
        definizioni, che troviamo negli Elementi di Euclide. 
Libro I, Definizione 15.
            Cerchio è una figura piana compresa da una sola linea, tutte le
        rette che incidono sulla quale, condotte da un solo punto tra quelli
        che sono posti all’interno della figura, sono uguali tra loro. 


Parafrasando un po’ questa definizione
        possiamo dire che il cerchio è quella linea formata dai punti del piano che distano una
        quantità data, che indichiamo con r e chiamiamo raggio, da un punto
        fisso che chiamiamo centro. 
In geometria si usa la parola
            disco, di raggio r, per intendere tutti i
        punti del piano che stanno all’interno di un cerchio di raggio r. 
Per definire alcune figure nello spazio
        Euclide usa il concetto di superficie di rotazione: una superficie
        ottenuta ruotando una curva piana (detta generatrice) attorno a una retta (detta asse di
        rotazione). Ad esempio: 
Libro XI, Definizione 14. Quando si fa
        ruotare un semicerchio di diametro fissato, pari a 2r, fino a tornare
        nella posizione di partenza, la figura ottenuta è una sfera. 


Interpretando, anche in questo caso si
        osserva che una sfera è la superficie dello spazio formata dai punti che distano una
        quantità data r, chiamata raggio, da un punto fisso. Infatti ogni punto
        della sfera deve essere sulla rotazione della semicirconferenza di
        partenza e dunque è equidistante dal centro di questa (che rimane fisso sull’asse di
        rotazione). Useremo la parola palla, di raggio r,
        per indicare i punti dello spazio che stanno all’interno di una sfera di raggio
            r. 
Per il cerchio e il disco, Euclide
        sviluppa una corposa teoria, in particolare ne calcola lunghezza e area. Molto poco invece
        dice della sfera e della palla, alle quali si dedica Archimede. Le lunghezze, le aree e i
        volumi di questi oggetti sono dati ovviamente in funzione del raggio. Ma anche se il raggio
        è dato da un numero intero la misura di questi enti è data da numeri molto difficili da
        maneggiare, in particolare non commensurabili con i numeri naturali. Sono delle frazioni di
        una costante detta pi greco, e denotata con π. 
Conscio dei problemi legati a questi
        numeri Archimede decide di porre un postulato all’interno della sua trattazione, come base
        per ogni riflessione successiva. Lo scienziato, in maniera lucida e moderna, punta subito al
        cuore del problema; è questa una delle sue scoperte più straordinarie, da cui è bene
        partire.
    
L’assioma di Archimede e il metodo di esaustione 



Archimede conosce gli
                Elementi di Euclide e si sofferma spesso a ridimostrare alcuni
            risultati, con argomentazioni nuove che ritiene più semplici o maggiormente in linea con
            il suo approccio investigativo. Questa è una caratteristica tipica dei grandi
            matematici, che spesso ripensano e rivisitano risultati noti, un po’ come i grandi
            interpreti musicali producono nuove esecuzioni di opere classiche. 
Di particolare interesse,
            fondamentale per lo sviluppo moderno della matematica, è la versione di Archimede delle
            teorie di Eudosso, contenute nel Libro V degli Elementi. La
                teoria delle proporzioni si prefigge di considerare lunghezze
            di curve (o aree di superfici, volumi di solidi) come numeri, avendo a disposizione solo
            i numeri razionali. I greci erano ben consapevoli dell’esistenza di lunghezze non
            razionali: per il teorema di Pitagora, ad esempio, la lunghezza della diagonale del
            quadrato unitario, denotata con [image: ], non è razionale. 
Ma come fare a confrontare tra loro
            queste lunghezze irrazionali? Per questo Archimede, non completamente soddisfatto dei
            postulati di Eudosso-Euclide, inserisce, all’inizio del trattato
                Sulla sfera e il cilindro, quelli che
            chiama lambanomena, un gruppo di postulati o assiomi, ovvero di
            proposizioni fondamentali non dimostrate che riguardano figure e proprietà note. Il
            quinto lambanomena (ma sarà un caso che i matematici greci ponevano sempre al quinto
            posto un postulato delicato?) così recita: 
Postulato. Che inoltre tra linee
            diseguali, superfici diseguali e solidi diseguali il maggiore superi il minore di una
            quantità tale che, se addizionata a sé stessa, possa superare ogni assegnata grandezza
            del tipo di quelle confrontate tra loro. 


Forse è bene osservare che ancora
            oggi è in atto tra i linguisti un dibattito su come tradurre la seconda parte del
            postulato, con posizioni le più disparate. 
Per la matematica moderna la
            proprietà può essere enunciata per un qualunque insieme numerico dotato di un buon
            ordinamento ed è nota come assioma di Archimede: un campo ordinato
            si dice archimedeo se per ogni due elementi positivi
                a e b esiste un intero positivo
                n tale che na
            > b. 
Sembra molto naturale dire che,
            date due grandezze (positive), sommando una delle due un numero
            sufficiente di volte si supererà sicuramente l’altra. Associando alle due grandezze due
            bastoncini di rispettiva lunghezza si può ottenere facilmente anche una verifica
            sperimentale di questo fatto. 
Ma si badi bene che nel mondo
            astratto della matematica questa proprietà non è garantita; trovo sorprendente che
            Archimede, 2.000 anni prima del clamore sulla fondazione assiomatica della matematica da
            parte di David Hilbert e di gran parte della scuola di logica matematica a cavallo tra
            il XIX e il XX secolo, abbia sentito la necessità di soffermarsi e definire questa
            proprietà come postulato. 
Per nostra fortuna gli insiemi
            numerici che ben conosciamo e che utilizziamo nella vita di tutti i giorni, i numeri
            naturali, gli interi, i razionali, sono archimedei. In matematica appaiono anche campi
            ordinati non archimedei; nel loro contesto sono estremamente utili ma per la mancanza
            dell’assioma risultano a volte controintuitivi e vanno utilizzati con grande accortezza. 
Una delle grandi conquiste della
            matematica moderna è la creazione, attraverso una formalizzazione logica coerente,
            dell’insieme dei numeri reali, un campo di numeri ordinato che contiene i numeri
            razionali e che risulta essere, come i razionali, archimedeo.
            L’introduzione di questi numeri permette oggi in geometria di associare in maniera
            biunivoca a ogni lunghezza di segmento un numero reale (si parla di retta
                reale). 
Ma a cosa serviva ad Archimede il
            suo assioma? Serviva, e serve tuttora, ad approssimare, e quindi a stimare, ogni
            lunghezza con numeri razionali, facilmente maneggiabili. Dalla proprietà archimedea
            segue infatti che le lunghezze razionali (i numeri razionali) sono
                dense nella totalità delle lunghezze (i numeri reali), ovvero
            che per ogni coppia di lunghezze x <
                        y esiste un numero razionale a tale che x <
                        a < y. 
La densità delle lunghezze
            razionali ci permette di confrontare senza ambiguità lunghezze arbitrarie. Precisamente
            diremo che due lunghezze sono uguali, l1
                    = l2, se ogni lunghezza razionale minore di
                l1 è anche minore di
                l2 e viceversa. Equivalentemente diremo
            che l1
                    < l2, se esiste una lunghezza razionale maggiore di
                l1 ma minore di
                l2. 
Archimede ci ha quindi insegnato
            che se si vuole misurare o confrontare tra loro delle lunghezze, o delle aree o dei
            volumi, ci si deve appoggiare al suo assioma! Una conoscenza apparentemente empirica
            come quella della misura di un pezzo di terra, o addirittura di tutta la crosta
            terrestre, poggia su una teoria ideale, su un postulato che un
            grande scienziato ha ben definito per l’umanità intera. 
Costruita quindi questa teoria
            delle proporzioni sull’assioma di Archimede possiamo ora senza ambiguità sviluppare il
            successivo metodo di esaustione, attribuito a Eudosso e utilizzato
            ripetutamente da Archimede. Consiste nel calcolare una grandezza Σ comprimendola tra una
            limitazione inferiore, In, non decrescente e
            una limitazione superiore, Cn, non
            crescente, tali che, per opportuni n, la differenza (o il rapporto) Cn
            –
                        In (Cn
                            /In), può essere reso minore di ogni assegnata grandezza (minore del
            rapporto di due qualsiasi assegnate grandezze). 

Area del disco 



Come esempio del metodo di
            esaustione calcoliamo, come nel Libro XII, Proposizione 2 degli
                Elementi, l’area del disco. 
Approssimiamo un cerchio di raggio
                r dall’esterno e dall’interno con poligoni regolari con un
            numero sempre maggiore di lati. Con la tecnica dell’esaustione proveremo che l’area del
            disco è proporzionale al quadrato del suo raggio. 
Consideriamo l’approssimazione
            descritta nella figura 3.1:
        
[image: FIG. 3.1. Area del cerchio.]
FIG. 3.1. Area del
                    cerchio.


Siano … Pn
                    ⊂ P2n ⊂
                        P4n
                    ⊂ … la successione di poligoni interni e … Qn
                    ⊃ Q2n ⊃
                        Q4n ⊃
                … quella di poligoni esterni; ogni poligono è ottenuto dal precedente
            bisecando l’angolo tra due vertici. 
Le aree dei poligoni sono ottenute
            sommando le aree dei triangoli con base un lato e vertice opposto nel centro del
            cerchio; se il poligono ha n lati i triangoli da sommare sono
                n. L’area di un triangolo è data dalla formula [image: ]; in questo caso sia la base che l’altezza dipendono dal raggio del
            cerchio (moltiplicato per una costante che dipende solo da n). In
            particolare, se il raggio del cerchio è r, è facile verificare che
            l’area del poligono con n lati, Pn(r), è proporzionale al quadrato del raggio,
                r2, con una costante di
            proporzionalità che dipende da n. Quindi che Pn(r) : Pn(r′) =
                        r2
            :
                        r′2 (questo è il risultato della Proposizione 1 del Libro XII). 
Si osserva che la differenza di
            area Qn(r) –
                            Pn(r) può essere scelta arbitrariamente piccola, per n
            grande abbastanza, e dunque che per n grande Pn(r) approssima arbitrariamente l’area del cerchio di raggio
                r, che denoteremo con A(r). 
Supponiamo per assurdo che A(r) : A(r′) <
                        r2
            :
                        r′2; allora per n grande sarà anche Pn(r) : Pn(r′)
                    < r2
            :
                        r′2, che contraddice quanto affermato sopra. Similmente si prova che A(r) : A(r′) >
                        r2
            :
                        r′2 è assurda, dunque che l’unica possibilità è: 
A(r):A(r′)
                =
                r:r′2

Abbiamo quindi dimostrato che A(R)
                    = costante × r2. 
Ponendo r = 1 otteniamo che la costante è dunque l’area del cerchio di raggio 1. 
Solo nel 1706 il matematico W.
            Jones propose di usare il simbolo π per rappresentare questa
            costante e scrisse quindi la famosa formula: 
A(r) =
                    πr2

In maniera simile, con l’uso degli
            stessi poligoni, si può dimostrare che, denotata con C(R) la lunghezza della circonferenza del cerchio di raggio
                R, si ha C(R)
                    = costante × R. 
Se ci spostiamo nello spazio e
            consideriamo la sfera, con opportune successioni di poliedri che approssimano la sfera
            dall’interno e dall’esterno, sempre con il metodo di esaustione, possiamo facilmente
            provare che il volume della palla è proporzionale al suo raggio al cubo,
                R3, mentre la superficie della sfera
            è proporzionale al raggio al quadrato,
                R2. 
Il problema è determinare il valore
            di queste costanti. A questo si dedica Archimede che in una serie di lavori riesce a
            determinarle tutte, scoprendo che sono sempre correlate con il magico numero
                π. 

La «Misura del cerchio» 



Il breve trattato sulla
                Misura del cerchio è l’unica opera di Archimede rimasta in
            circolazione anche durante il Medioevo, riscuotendo nei secoli grandissimo interesse. In
            questo lavoro lo scienziato confronta, ancora con la teoria delle proporzioni e il
            metodo di esaustione, le misure della lunghezza del cerchio con
            quella dell’area del disco interno. Più precisamente enuncia e dimostra il seguente
            risultato (Proposizione 1 nel trattato di Archimede). 
Proposizione.
            L’area di ogni cerchio è uguale a un triangolo rettangolo in cui uno dei lati
            che comprendono l’angolo retto è uguale al raggio, e la base (cioè l’altro lato che
            comprende l’angolo retto) alla circonferenza (del cerchio). 


Il contenuto della proposizione si
            esprime con la seguente formula: [image: ] Poiché A(r)
                    = πr2 otteniamo che: 
C(r) =
                    2πr

Archimede calcola quindi
            esplicitamente la costante nella formula per la misura della circonferenza e,
            sorprendentemente, ritrova in essa di nuovo π. 
Per dimostrare questa proposizione
            utilizzeremo quella che Archimede chiama dimostrazione meccanica, seguendo la traccia
            proposta da un recente libro di testo americano, Geometry for the
                Classroom di Herbert e Michael Clemens.
        
[image: FIG. 3.2.]
FIG. 3.2. 


Facciamo riferimento alla figura
            3.2. Consideriamo un cerchio di raggio r e dividiamolo in 8 parti
            che ricomporremo sulla parte destra; questo è un procedimento
                meccanico con forbici e colla. Si noti che la lunghezza del
            bordo inferiore (e anche di quello superiore) della figura ottenuta è [image: ], dove C(r) è la lunghezza della circonferenza. 
Ripetiamo il procedimento tagliando
            un nuovo cerchio in 16 parti e ricomponendolo a destra a forma di rettangolo; procediamo
            in maniera induttiva con partizioni del disco sempre più
            sottili, fin quando è possibile. 
La figura che otteniamo è via via
            sempre più simile a un rettangolo di base [image: ] e altezza r. Questa figura ha, per costruzione, la
            stessa area del cerchio, dunque [image: ], da cui ricaviamo la formula cercata. 
Abbiamo provato, con forbici e
            colla, che la misura della circonferenza del cerchio unitario è esattamente
                2πr. Questa dimostrazione meccanica potrebbe in un secondo
            tempo essere resa più rigorosa con un argomento di esaustione. 

Sulla sfera e il cilindro 



Eccoci al tema centrale di questo
            libro, la determinazione della superficie della sfera attraverso la comparazione con la
            superficie del cilindro circoscritto. Archimede studia una prima volta il tema nel
            trattato Sulla sfera e il cilindro, dove, come abbiamo già visto,
            enuncia e dimostra che «ogni cilindro con base uguale al cerchio
            massimo di una sfera e altezza uguale al diametro è una volta e mezzo la sfera e la sua
            superficie totale è anch’essa una volta e mezzo la superficie
            della sfera». 
In questo primo trattato applica la
            tecnica dell’esaustione; riprende il risultato nel Metodo
            utilizzando una dimostrazione meccanica. 
Noi qui scegliamo l’approccio
            meccanico, presentando una dimostrazione con linguaggio moderno, seguendo ancora la
            traccia del testo americano sopra menzionato. 
Calcoliamo prima la superficie
            totale del cilindro. Questa è composta dai due cerchi di base e dalla superficie
            laterale, rispettivamente di misura πr2 +
                        πr2 e 2πr ·
                        2r. Secondo Archimede è uguale a una volta e mezzo la superficie della
            sfera, ovvero [image: ], e quindi Asfera =
                        4πr2. 
Risulta che la superficie della
            sfera è esattamente uguale alla sola superficie laterale del cilindro circoscritto, ed è
            ciò che ci accingiamo a dimostrare. 
Il metodo meccanico che proponiamo
            consiste nell’affettare il cilindro e la sfera con piani paralleli a distanza
                h uno dall’altro, come in figura 3.3, ottenendo in questo modo
            una serie di collari sia sulla sfera che sul cilindro:
        
[image: FIG. 3.3. Sfera e cilindro.]
FIG. 3.3. Sfera e
                    cilindro.


Le superfici della sfera e del
            cilindro sono ovviamente la somma delle superfici dei rispettivi collari. Dunque basta
            provare che ogni collare sferico ha la stessa area del collare cilindrico. 
L’area del collare cilindrico è 2πr
            ·
            h. Più difficile è calcolare l’area del collare sferico; per farlo
            approssimiamo il collare sferico con un collare conico che ha come lato laterale il
            segmento tangente alla sfera la cui lunghezza denotiamo con d, come
            nella figura 3.4, ottenuta come sezione con un piano contenente l’asse del
            cilindro.
        
[image: FIG. 3.4. Sezione della sfera.]
FIG. 3.4. Sezione della
                    sfera.


Questa approssimazione diviene via
            via più precisa per il nostro scopo se si prendono fette sempre più sottili. Il lettore
            rigoroso può giustificare quest’ultima affermazione con il principio di esaustione o, in
            maniera moderna, con un passaggio al limite. 
L’area del collare conico è 2πs ·
                        d, dove s è la lughezza del raggio del collare,
            come indicato nella figura 3.4. 
Dunque dobbiamo provare che r ·
                        h = s ·
                    d. Osservando la figura 3.4 si nota che i due triangoli raffigurati sono
            simili e dunque, per i teoremi di Euclide, i lati corrispondenti sono in proporzione,
            ovvero r :
                        d = s :
                    h, che è ciò che volevamo.
        
Ottenuta la formula per la
            superficie della sfera passiamo ora a calcolare il volume della palla di raggio
                r, che indicheremo con V(r). Archimede afferma che anche in questo caso il volume del cilindro
            circoscritto è una volta e mezza la sfera. Ovvero [image: ] e dunque: 
[image: ]

Per ricavare questa formula faremo
            uso di un metodo meccanico e del risultato di Eudosso (Proposizione 10 del Libro XII
            degli Elementi), citato da Archimede, per il quale ogni cono è la
            terza parte del cilindro che abbia la sua stessa base e uguale altezza. 
Dividiamo la palla in tanti coni
            con base sulla sfera e vertice nel centro. Il volume della sfera è dato dalla somma dei
            volumi di tutti i coni, nel modo seguente: 
[image: ]

dove la somma è fatta su tutti i
            coni. 
Come il lettore avrà notato, per
            usare la formula di Eudosso abbiamo approssimato i coni con base
            i dischi sulla sfera con coni con base i dischi piani. Per rendere rigorosa questa
            approssimazione si deve utilizzare il metodo di esaustione. 
Si osservi che di fatto abbiamo
            dimostrato un risultato analogo a quello che lega la lunghezza della circonferenza con
            l’area del cerchio visto in precedenza, per l’esattezza: 
Proposizione. Il volume della sfera
            è uguale a quello di un cono con base la superficie della sfera e altezza il suo raggio. 


Torneremo su questi risultati che
            legano la misura di un oggetto con quella del suo bordo nell’ultimo capitolo, per
            mostrare come, parafrasando Archimede, questa proprietà è da sempre inerente alla natura
            delle figure tutte, non solo del cerchio e della sfera. 
Spero che il lettore sia
            soddisfatto di queste dimostrazioni, relativamente facili e di tipo «meccanico». Non
            sono semplici opinioni che, come spiega Platone nel Menone, 
pur capaci di realizzare tutto il bene possibile
                non acconsentono a rimanere per lungo tempo (nella mente) […] per cui non hanno un
                gran significato, a meno che non s’incatenino con un ragionamento fondato sulla
                causalità […]. Se collegate, esse dapprima divengono
                    scienza e, quindi, cognizioni stabili. Ecco perché la
                scienza vale più della retta opinione: la differenza tra scienza e retta opinione
                sta, appunto, nel collegamento. 


Archimede nella conclusione della
            Prefazione invita i lettori a esaminare con cura le dimostrazioni; rimpiange di non
            averle potute pubblicare mentre il grande matematico alessandrino Conone era ancora in
            vita, perché questo sarebbe stato più di ogni altro capace di comprenderle e valutarle.
            Non poteva sapere che per oltre 2.000 anni centinaia di studiosi le avrebbero lette ed
            esaminate con cura. 
Alcuni preferiscono una
            dimostrazione con la tecnica dell’esaustione, perché a loro sembra più rigorosa, più
            «certa»; lo stesso Archimede fornisce argomenti di prova con questo metodo. Metodo che
            però viene superato nel ’700 da uno nuovo e più generale denominato calcolo
                infinitesimale; alla sua creazione contribuirono grandi matematici, tra
            cui Huygens, Bernoulli, Newton, Leibniz, che sostituirono la parola
                esaustione con le parole integrale
                e derivata, e più tardi nell’800 con il concetto
            molto generale di limite. I matematici moderni provano queste
            formule, e altre molto più generali che vedremo nell’ultimo capitolo, con gli strumenti
            di quella che oggi viene chiamata analisi matematica.
        

La misura di π 



Le formule dimostrate si
            riconducono tutte alla costante π. Nel trattato Misura
                del cerchio Archimede affronta anche il problema di determinare il valore
            di π, si propone cioè di calcolare esplicitamente l’area del
            cerchio di raggio unitario. Il problema è particolarmente difficile, viene di solito
            indicato come la quadratura del cerchio e anche nel dire comune
            rappresenta qualcosa di «impossibile». Archimede e i matematici greci intuiscono che
            questo numero probabilmente non è razionale, ovvero non è esprimibile come quoziente di
            due numeri interi, [image: ]. Provano quindi ad approssimarlo attraverso la teoria delle
            proporzioni con il metodo di esaustione. 
Il problema rimane aperto per
            secoli: solo nel 1768 il matematico J.H. Lambert dimostra che π non
            è razionale mentre nel 1882 E. Lindemann dimostra che è addirittura trascendente, dunque
            non solo non è razionale, ma anche qualunque sua potenza e qualunque combinazione di sue
            potenze non lo è. 
In altre parole la costante
                π che appare in tutte le formule che determinano le misure
            della sfera e del disco non è imbrigliabile in una semplice
            formula. Quasi una metafora della difficile impresa della mente umana nella comprensione
            dello spazio che abitiamo. 
Tutti questi risultati negativi non
            fanno altro che confermare quanto π sia ostico e quanto, in ultima
            analisi, il modo migliore per affrontarlo è ancora attraverso la teoria delle
            proporzioni. 
Torniamo dunque ad Archimede e
            all’enunciato che dimostra (Proposizione 3 della Misura del
            cerchio): 
Proposizione. La circonferenza di
            ogni cerchio è tripla del diametro, e lo supera ancor meno di un settimo del diametro, e
            di più di dieci settantunesimi. 


Esaminiamo da vicino almeno le
            prime righe della dimostrazione originale: 
Sia un cerchio: […] il centro sia
            il punto O, la retta AB sia tangente e
            l’angolo AOB sia la terza parte di un angolo retto.
                OB ha rispetto a AB il rapporto che 306 ha
            rispetto a 153, mentre OA ha rispetto a AB il
            rapporto che 265 ha rispetto a 153. 


Esplicitiamo l’argomento con
            l’aiuto della figura 3.5. 
[image: FIG. 3.5. La misura di π.]
FIG. 3.5. La misura di
                        π.


Applichiamo il teorema di Pitagora
            al triangolo OAB osservando che OA =
                        2AB si ha 
OA2=
                    OB2–
                    AB2 = 

=
                    (2AB)2 –
                    AB2 =
                    3AB2

da cui segue 
[image: ]

Poiché [image: ], l’affermazione di Archimede è provata; non è affatto chiaro come egli
            ricavi questa approssimazione di [image: ]. 
        
Considera quindi l’esagono
            circoscritto alla circonferenza, il cui perimetro supera la lunghezza della
            circonferenza, 12 AB >
                        C, e utilizzando la stima sopra ottenuta calcola che: 
1/π =
                    (2OA)/(C) >
                    (2OA)/(12AB) = 

= 1/6 ·
                    OA/AB > 1/6 · 265/153 

Da questo deduce una prima
            approssimazione per eccesso di π: 
π < 6 · 153/265
            

A questo punto ad Archimede non
            resta che reiterare il procedimento, partendo appunto dall’esagono regolare e
            raddoppiando successivamente il numero dei lati. I valori di π
            approssimati per difetto si ottengono mediante poligoni regolari inscritti, mentre
            quelli approssimati per eccesso mediante poligoni circoscritti. L’approssimazione
            ottenuta risulta tanto più accurata quanto più grande è il numero dei lati dei poligoni
            approssimanti. Archimede spinge questo procedimento fino al poligono regolare di 96
            lati, che dà appunto il risultato della proposizione. Il lettore interessato, armato di
            pazienza, può proseguire da solo e confermare i risultati di
            Archimede!
        
Combinando le Proposizioni 1 e 3
            del trattato ottiene immediatamente la seguente (Proposizione 2 della Misura
                del cerchio): 
Proposizione. L’area del cerchio
            sta al quadrato del diametro come 11 a 14. 


Con la scrittura in formula,
            possiamo riscrivere i due enunciati nel modo seguente: 
[image: ]

da cui si ricava una buona
            approssimazione di π fino alla seconda cifra decimale, ovvero π = 3,14 …
        
Secondo Erone, sarebbe da
            attribuire ad Archimede anche un’approssimazione più accurata, in grado di determinare
            le prime 7 cifre dello sviluppo decimale di π. 
Molti matematici hanno migliorato
            nel corso della storia la stima decimale di π: mi piace menzionare
            come esempio alcune formule notevoli. Le prime due sono dovute al matematico inglese
            John Wallis (1655): 
[image: ]

π = 1 – 1/3 + 1/5 – 1/7
                …

un’altra al matematico svizzero
            Leonhard Euler (1735): 
[image: ]

Oggi il «gioco» è passato nelle
            mani degli informatici, in una sfida tra algoritmi sempre più robusti e computer sempre
            più potenti. Per informazioni sui record, nella storia e recenti, si consulti ad esempio
            la pagina web: https://en.wikipedia.org/wiki/Chronology_of_computation_of_%CF%80. 
La Proposizione diventerà una
            delle più note scoperte di Archimede. Ad essa probabilmente si riferisce Dante per
            illustrare la difficoltà che incontra nel comprendere il mistero dell’incarnazione,
            ovvero nell’immaginare come una stessa cosa possa rappresentare due cose
            contemporaneamente, la natura umana e quella divina (Dante, Paradiso, XXXIII, 133-138): 
Qual è ’l geomètra che tutto s’affige 
per misurar lo cerchio, e non ritrova, 
pensando, quel principio ond’elli indige, 
tal era io a quella vista nova: 
veder volea come si convenne 
l’imago al cerchio e come vi s’indova…






IV. 

Le formule diventano moderne 



L’opera di Archimede nel Medioevo andò
        quasi completamente dimenticata. Nonostante l’interesse dei matematici arabi non vi fu una
        trasmissione dei suoi studi all’Occidente. Le opere di Archimede riappaiono in traduzioni
        latine nel ’200, ma solo con la rivoluzione tecnologica della stampa queste traduzioni
        avranno un’ampia diffusione. Che avviene anche in ambienti del tutto nuovi: nel mondo dei
        tecnici, dei militari e degli architetti. Nel ’500 circolano molte opere «meccaniche» di
        Archimede e grandi matematici si impegnano nel comprenderle e nel provare a generalizzarle;
        tra questi il bresciano Tartaglia. Ma sono gli scienziati del Rinascimento italiano, che
        pongono le basi della scienza moderna, a riscoprire e consacrare definitivamente il lavoro
        del siracusano. In particolare a cavallo tra il ’500 e il ’600 tre matematici riprendono in
        mano tanti problemi studiati da Archimede, con un linguaggio nuovo e con
        aspirazioni di maggior generalità, pur rimanendo fedeli al metodo
        dello scienziato antico: sono Luca Valerio, Bonaventura Cavalieri e Galileo Galilei. 
Galilei è per sua esplicita ammissione
        un attento lettore di Archimede; attraverso queste letture egli matura la convinzione che
        una buona teoria scientifica si deve poggiare sulla matematica. Sul lavoro di Archimede, sul
        suo metodo, sui suoi assiomi e postulati, Galilei costruisce la rivoluzione scientifica che
        ci porta nell’età moderna. La comprensione, la rielaborazione e l’estensione dell’opera di
        Archimede da parte di Galilei è fondamentale per i grandi scienziati che stanno nascendo,
        Cartesio e Newton sopra tutti. 
I tre matematici del ’600 ritrovano le
        formule dell’area e del volume della sfera con una dimostrazione nuova che rappresenta un
        ulteriore passo verso la formulazione di teorie più ampie e moderne che oggi vengono
        chiamate analisi matematica. Il metodo di esaustione e quello meccanico
        di Archimede sono impliciti e alla base di tutto, ma molte sono le novità
        logico-matematiche. 
Galilei espone la sua dimostrazione
        della formula per il calcolo del volume della sfera nel primo capitolo (Prima Giornata) del
        libro Discorsi e Dimostrazioni Matematiche intorno a due nuove scienze attenenti
            alla meccanica e i movimenti locali. Questo magnifico
        testo letterario-scientifico, che Calvino considera uno dei pilastri della letteratura
        italiana, viene pubblicato nel 1638 a Leida per non
        incorrere nella censura dell’Inquisizione. 
In esso molti teoremi vengono esposti e
        dimostrati in un dialogo tra tre personaggi: Salviati, Sagredo e Simplicio. Il primo è
        scienziato e astronomo moderno, portavoce delle idee di Galilei; il secondo è un nobile
        veneziano, colto e progressista, posto a fare da moderatore nel dibattito, una sorta di
        Lilli Gruber del tempo; l’ultimo è un filosofo naturale legato alle teorie aristoteliche,
        «simplicio» di nome ma anche di fatto. I dialoghi avvengono nel Palazzo di Sagredo, a
        Venezia lungo il Canal Grande. 
La prova di Galilei si basa su
        un’originale costruzione che illustrerò con l’aiuto di un suo disegno nella figura
        4.1.
    
[image: FIG. 4.1. Un disegno di Galilei.]
FIG. 4.1. Un disegno di
                Galilei.


Facendo ruotare questa figura attorno
        all’asse CF si ottiene un cilindro (generato dalla rotazione del
        rettangolo ABED) con all’interno una semisfera (generata dalla
        semicirconferenza AFB). Togliendo dal cilindro la semisfera si ottiene
        quella che Galileo chiama una scodella. 
Nella rotazione si forma anche un cono
        (generato dal triangolo CDE). Galilei osserva, e poi dimostra, che il
        volume della scodella è pari a quello del cono. In questo modo, in analogia con quanto fatto
        da Archimede ma in maniera diversa, collega il volume della sfera a quello del cilindro e
        del cono. 
Si ha infatti, denotando con
            r il raggio della semisfera (il segmento CA) e
        con V(r) il volume della sfera: 
V(r) = 2
                Vol(Semisfera) = 

=
                2(Vol(Cilindro) –
                Vol(Scodella)) = 

=
                2(Vol(Cilindro) –
                Vol(Cono)) 

ovvero 
[image: ]

Esattamente la formula di
        Archimede!
    
Utilizzando questa ingegnosa
        costruzione si deve affrontare ora la parte difficile e vedere che il volume della scodella
        è uguale a quello del cono. Per questo la chiave di volta per Galilei è l’utilizzo di un
        principio formulato dal suo allievo Cavalieri. 
Principio di Cavalieri: Se due volumi
        tagliati da un sistema di piani paralleli intercettano sopra ognuno di essi sezioni uguali,
        anche i due volumi sono uguali. 


Il principio può risultare abbastanza
        naturale ma richiederà negli anni parecchi tentativi da parte di molti matematici per darne
        una formalizzazione teorica; oggi questo principio è parte fondante della teoria
        dell’integrazione, una delle teorie dell’analisi matematica. 
Galilei applica il principio
        considerando piani perpendicolari all’asse di rotazione e dimostra che le aree delle sezioni
        ottenute rispettivamente sul cono e sulla scodella, come nella figura 4.2, sono uguali. 
Prendiamoci poche righe per fornire al
        lettore interessato il calcolo con cui Galilei mostra che le due aree sono uguali,
        riferendoci alle figure 4.1 e 4.2: sia h la lunghezza del segmento PH =
                CP. L’area del cerchio individuato sul cono è dunque πh2. Si noti che, per il teorema di Pitagora, il segmento
            PI ha lunghezza [image: ]. L’area della corona circolare si ottiene come differenza dei due cerchi
        concentrici che la formano: πr2 – π(r2
        –
                    h2). E questo dà esattamente πh2, come volevasi dimostrare. 
[image: FIG. 4.2. Scodella di Galilei.]
FIG. 4.2. Scodella di
                Galilei.


Questo, con linguaggio moderno,
        l’argomento di Galilei; mi sembra opportuno proporre anche la versione originale, per
        permettere al lettore di assaporare la brillantezza e la bellezza della scrittura
        galileiana. Il testo che riporto si trova nella parte centrale della Prima Giornata; ho
        lasciato una breve parte preliminare per ricreare l’atmosfera dei dialoghi tra i tre
        personaggi. 
Simplicio: Parmi che voi caminiate alla via di quei
            vacui disseminati di certo filosofo antico. 
        
Salviati: Ma però voi non soggiugnete «il quale
            negava la Providenza divina», come in certo simil proposito, assai poco a proposito,
            soggiunse un tale antagonista del nostro Accademico. 
Simplicio: Veddi bene, e non senza stomaco, il livore
            del mal affetto contradittore: ma io non solamente per termine di buona creanza non
            toccherei simili tasti, ma perché so quanto sono discordi dalla mente ben temperata e
            bene organizzata di V.S., non solo religiosa e pia, ma cattolica e santa. Ma ritornando
            su ’l proposito, molte difficoltà sento nascermi da gli auti discorsi, dalle quali
            veramente io non saprei liberarmi […]. 
Sagredo: Di grazia, godiamo del benefizio e
            privilegio che s’ha dal parlar con i vivi e tra gli amici, e più di cose arbitrarie e
            non necessarie, differente dal trattar co’ i libri morti, li quali ti eccitano mille
            dubbi e nissuno te ne risolvono. Fateci dunque partecipi di quelle considerazioni che il
            corso de i nostri ragionamenti vi suggerisce, ché non ci mancherà tempo, mercé
            dell’esser noi disobbligati da funzioni necessarie, di continuar e risolvere l’altre
            materie intraprese; ed in particolare i dubbii toccati dal Sig. Simplicio non si
            trapassino in tutti i modi […]. 
Salviati: È necessario farne la figura [vedi figura
            4.1], perché la prova è pura geometrica. Per tanto intendasi il mezzo cerchio
                AFB, il cui centro C, ed intorno ad esso
            il parallellogrammo rettangulo ADEB, e dal
            centro a i punti D, E
            siano tirate le rette linee CD, CE;
            figurandoci poi il semidiametro CF, perpendicolare a una delle due
                AB, DE, immobile, intendiamo intorno a
            quello girarsi tutta questa figura: è manifesto che dal rettangolo
                ADEB verrà descritto un cilindro, dal semicircolo
                AFB una mezza sfera, e dal triangolo CDE
            un cono. 
Inteso questo, voglio che ci immaginiamo esser levato
            via l’emisferio, lasciando però il Cono e quello che rimarrà del Cilindro, il quale
            dalla figura, che riterrà simile a una Scodella, chiameremo pure
                Scodella: della quale e del Cono prima dimostreremo che sono
            eguali; e poi, un piano tirato parallelo al cerchio che è base della scodella, il cui
            diametro è la linea DE, e centro F,
            dimostreremo, tal piano, che passasse per la linea GH, segando la
            scodella nei punti G I, O N, ed il cono ne
            punti H L, tagliare la parte del cono CHL
            eguale sempre alla parte della scodella, il cui profilo ci rappresentano i triangoli
                GAI, BON; e di più si proverà, la base
            ancora del medesimo cono, cioè il cerchio il cui diametro HL esser
            eguale a quella circolar superficie che è base della parte della scodella, che è come se
            dicessimo un nastro di larghezza quanta è la linea GI (notate
            intanto che cosa sono le definizioni de i matematici, che sono una imposizion di nomi, o
            vogliam dire abbreviazioni di parlare, ordinate ed introdotte per levar lo stento
            tedioso che voi ed io sentiamo di presente per non aver
            convenuto insieme di chiamar questa superficie nastro circolare, e quel solido
            acutissimo della scodella rasoio rotondo) or comunque vi piaccia chiamargli, bastivi
            intendere che il piano prodotto per qualsivoglia distanza, pur che sia parallelo alla
            base, cioè al cerchio il cui diametro DE taglia sempre i due
            solidi, cioè la parte del cono CHL e la superior parte della
            scodella, eguali tra di loro: e parimente le due superfici basi di tali solidi, cioè il
            detto nastro e ’l cerchio HL, pur tra loro eguali. Del che ne segue
            la maraviglia accennata: cioè, che se intenderemo il segante piano successivamente
            inalzato verso la linea AB, sempre le parti de i solidi tagliate
            sono eguali, come anco le superficie, che son basi loro, pur sempre sono eguali; e
            finalmente, alzando e alzando tanto li due solidi (sempre eguali) quanto le lor basi
            (superficie pur sempre eguali), vanno a terminare l’una coppia di loro in una
                circonferenza di un cerchio, e l’altra in un sol punto, ché tali sono l’orlo supremo
                della scodella e la cuspide del cono. Or mentre che nella diminuzione de i due
                solidi si va, sino all’ultimo, mantenendo sempre tra essi la egualità, ben par
                conveniente il dire che gli altissimi ed ultimi termini di tali menomamenti restino
                tra di loro eguali, e non l’uno infinitamente maggior dell’altro: par dunque che la
                circonferenza di un cerchio immenso possa chiamarsi eguale a un sol
            punto. E questo che accade ne i solidi, accade
            parimente nelle superficie, basi loro, che esse ancora,
            conservando nella comune diminuzione sempre la egualità, vanno in fine ad incontrare,
            nel momento della loro ultima diminuzione, quella per suo termine la circonferenza di un
            cerchio, e questa un sol; li quali perché non si devon chiamare eguali, se sono le
            ultime reliquie e vestigie lasciate da grandezze eguali? E notate appresso, che quando
            ben fussero tali vasi capaci de gl’immensi emisferii celesti, tanto gli orli loro
            supremi e le punte de i contenuti coni, servando sempre tra loro l’egualità, andrebbero
            a terminare, quelli in circonferenze eguali a quelle de i cerchi massimi de gli orbi
            celesti, e questi in semplici punti. Onde, conforme a quello che tali specolazioni ne
            persuadono, anco tutte le circonferenze de’ cerchi quanto si voglia diseguali, posson
            chiamarsi tra loro eguali, e ciascheduna eguale a un punto solo. 
Sagredo: La specolazione mi par tanto gentile e
            peregrina, che io, quando ben potessi, non me gli vorrei opporre, ché mi parrebbe un
            mezzo sacrilegio lacerar sì bella struttura, calpestandola con qualche pedantesco
            affronto: però per intera sodisfazione recateci pur la prova, che dite geometrica, del
            mantenersi sempre l’egualità tra quei solidi e quelle basi loro, che penso che non possa
            esser se non molto arguta, essendo così sottile la filosofica meditazione che da tal
            conclusione depende. 
        
Salviati: La dimostrazione è anco breve e facile.
            Ripigliamo la segnata figura. 


Della dimostrazione sulla equivalenza
        delle aree delle due sezioni abbiamo detto sopra. 
Vorrei sottolineare la sorpresa di
        Galilei-Salviati nell’ultima parte del suo intervento quando dice che le due superfici
        «vanno a terminare l’una coppia di loro in una circonferenza di un cerchio, […]: par dunque
        che la circonferenza di un cerchio immenso possa chiamarsi eguale a un sol punto». 
Non v’è dubbio che il problema posto da
        Galilei è molto serio: come è possibile che le figure limite di due sezioni equivalenti
        siano così diverse, una un cerchio massimo e l’altra un punto? E analogamente verso il
        basso, come è possibile che le sezioni diventino una il disco intero, l’altra la
        circonferenza del bordo? Per chiarire queste «maraviglie» sarà necessario attendere lo
        sviluppo della teoria sull’infinito e sugli infinitesimi, sul continuo e sulla definizione
        di limite matematico. Va dato merito a Galilei di aver qui ben introdotto il problema, a mio
        avviso con la consapevolezza che i due casi limite rappresentano quello che oggi definiremo
        delle singolarità del processo di deformazione continua. La
        costruzione di Galilei, anche nei disegni, sembra un’anteprima di
        una delle teorie più profonde sviluppate nell’ultimo secolo in topologia matematica, la
        teoria di Morse. 
Trovo infine estremamente affascinante
        il suo interrogarsi sul significato che questo potrebbe avere «quando ben fussero tali vasi
        capaci de gl’immensi emisferii celesti». Egli nota che si creerebbe un’associazione tra i
        «cerchi massimi de gli orbi celesti» e un punto. È suggestivo, e forse azzardato, cercare
        una similitudine con le recenti teorie cosmologiche sull’orizzonte degli eventi che
        collassano in buchi neri, sviluppate da Stephen Hawking e Roger Penrose (Premio Nobel 2020).
        Se fossimo in un film di fantascienza potremmo pensare alle sezioni come a due astronavi che
        parallelamente volano l’una verso l’orizzonte degli eventi e l’altra risucchiata in un buco
        nero.



V. 

Una formula «Egregia» dalle tante conseguenze 



Nel ’600 il centro geografico della
        ricerca, in generale della produzione culturale, si sposta verso nord. Certamente il clima
        pesante della Controriforma e la parallela vivacità della riforma religiosa nel nord hanno
        contribuito al processo; significativo al riguardo il fatto che la pubblicazione del libro
        di Galilei avviene a Leida. La matematica del siracusano Archimede e del pisano Galilei è lo
        strumento di partenza delle speculazioni dei grandi scienziati europei. 
Tra coloro che vengono attratti dalle
        formule sulla sfera troviamo il matematico tedesco Carl Friederich Gauss (1777-1855),
        definito nei libri di storia della matematica come il Princeps
            Mathematicorum. 
Gauss non era uno scienziato modesto e
        si considerava il più grande matematico della Modernità; riteneva per contro Archimede il
        maggiore dei matematici dell’Antichità. Come quest’ultimo aveva
        delle preferenze tra i suoi risultati e sembra andasse particolarmente fiero di un teorema,
        tanto da definirlo Egregium. Si tratta di una ingegnosa
        generalizzazione della formula di Archimede, estremamente utile in ambiti scientifici e
        tecnici. 
Si narra che Gauss espose la versione
        più elementare, riguardante la superficie della sfera, al principe di Sassonia, con lo scopo
        di calcolare esattamente la vastità dei suoi possedimenti. Per i suoi calcoli fu
        ricompensato degnamente dal principe e, successivamente, anche immortalato sulla banconota
        tedesca da 10 marchi. 
Gauss non considera solo la sfera ma
        anche superfici più generali per le quali sviluppa una definizione nuova e più astratta.
        Fino ad allora le superfici erano considerate come limiti o frontiere di corpi solidi o al
        massimo come superfici ottenute ruotando delle curve piane attorno a un asse. Nelle sue
            Disquisitiones generales circa superficies curvas (1828) egli parla
        di superficie non tamquam limes solidi, sed tamquam solidum cuius dimensio una pro
            evanescente habetur (non tanto come bordo di un solido quanto piuttosto come
        un solido con una dimensione evanescente).
    
Questa definizione è rivoluzionaria e
        apre la strada alle riflessioni sulle varietà del grande matematico Bernhard Riemann,
        allievo di Gauss. Le superfici sono luoghi dello spazio che hanno due
            dimensioni, delle tre spaziali una è evanescente. In altre parole i punti di
        una superficie possono essere descritti da due parametri indipendenti, esattamente come
        latitudine e longitudine determinano univocamente un punto su una sfera. E la conoscenza di
        questi due soli parametri permette di «abitare» con consapevolezza la superficie senza dover
        considerare le coordinate spaziali. Prende forma una teoria «intrinseca» delle superfici,
        che produce risultati e applicazioni all’interno della superficie stessa, senza dover uscire
        nello spazio che la contiene. 
Il successivo grande passo di Gauss è
        quello di definire matematicamente il concetto di curvatura di una superficie in un suo
        punto P. In modo semplice e intuitivo potremmo dire che la curvatura
        misura quanto la superficie si differenzi da un piano; a quest’ultimo daremo quindi valore
        di curvatura uguale a zero. A ogni punto di una sfera di raggio R
        assegneremo valore di curvatura pari a [image: ]; la sfera è una superficie simmetrica e omogenea, ha quindi senso che la
        sua curvatura sia uguale in ogni punto. Inoltre questo valore della
        curvatura rispetta il fatto che più il raggio è grande più la sfera appare nel punto simile
        a un piano. 
Non tutte le superfici sono semplici e
        omogenee come piano e sfera e la loro curvatura varia da punto a punto. Possiamo subito
        notare due tipi di comportamento della superficie in un punto rispetto al piano tangente: la
        superficie attorno al punto sta tutta da una parte del piano tangente oppure sta un po’ di
        qua e un po’ di là. Nel primo caso assegneremo al punto una curvatura positiva (il punto si
        dice ellittico), nel secondo una curvatura negativa (il punto si dice iperbolico). 
Per determinare il valore numerico
        della curvatura Gauss confronta un intorno della superficie con la sfera che meglio la
        approssima attraverso una corrispondenza che oggi chiamiamo mappa di Gauss. Questa
        corrispondenza si ottiene attraverso i vettori normali alla superficie. La
            curvatura (di Gauss) di S in P è definita come il limite del
        rapporto [image: ], dove A è la misura dell’area di un pezzo di
        superficie attorno a P e A′ la misura dell’area
        del corrispondente pezzo sulla sfera, quando il pezzo di superficie considerato si contrae
        attorno al punto P.
    
La curvatura gaussiana è una delle più
        fertili idee della geometria moderna, che verrà presto generalizzato da Riemann a enti
        geometrici a più dimensioni. Risulta essere il concetto appropriato per estendere i calcoli
        di Archimede a ogni superficie, e più tardi anche a oggetti a più dimensioni. Con questa
        definizione Gauss può enunciare il 
Teorema Egregium. Su una superficie S di curvatura costante
            K si consideri un triangolo con angoli interni
            α, β, γ. Sia
            A l’area del triangolo, vale la formula seguente: 
K · A =
                (α + β + γ –
                π) 



La prova del teorema si può trovare su
        tanti testi universitari di geometria; nel libro La forma delle cose. L’alfabeto
            della geometria, pubblicato dal Mulino, ne ho fornita una accessibile anche
        ai non matematici. 
Inserendo nel teorema la curvatura
        della sfera, [image: ], otteniamo la formula per l’area di un triangolo sulla sfera: A =
                    R2 · (α +
                    β + γ –
                π). Se prendiamo un triangolo formato da tre cerchi massimi ortogonali tra
        loro otteniamo un ottavo di sfera. Per la formula la sua area è data
        da [image: ]; moltiplicando per otto otteniamo l’area di tutta la sfera che coincide
        con il calcolo di Archimede. 
Secondo la formula la somma degli
        angoli interni di un triangolo sulla sfera è maggiore di π, infatti
        viene anche denotata come «formula dell’eccesso». Dunque la geometria sferica è diversa
        dalla geometria piana o euclidea, dove invece la somma degli angoli interni di un triangolo
        dà esattamente π. D’altra parte se fissiamo l’area del triangolo e
        allarghiamo il raggio della sfera la differenza tra la somma degli angoli e
            π (l’eccesso) diventa sempre più piccola. La geometria piana può
        quindi essere considerata come un limite della geometria sferica, quando il raggio è enorme.
        Questa è di fatto l’approssimazione che fanno ingegneri e architetti quando costruiscono
        case e ponti sul globo terrestre; ma è pur sempre un’approssimazione, come disse Gauss al
        principe Sassone per convincerlo ad affidargli la misura del ducato. 
E ancora, se fissiamo gli angoli di un
        triangolo su una sfera di raggio R la sua area è completamente
        determinata. Cosa assolutamente falsa per un triangolo piano: due triangoli piani con gli
        angoli uguali sono simili e di questi ce ne sono infiniti con aree
        diverse. Se restringiamo R e lo facciamo tendere a zero l’area del
        triangolo con angoli fissati cresce all’infinito; in particolare su una sfera piccola quasi
        come un punto i triangoli hanno area enorme, quasi infinita. Di nuovo l’analogia con la
        fisica dei buchi neri, dotati di enorme densità di massa, è evidente. 
La curvatura del piano è nulla e dunque
        il teorema in questo caso ci dice che gli angoli interni di un triangolo piano hanno somma
        uguale a π, un risultato ben noto della geometria euclidea. 
Ma è il caso di superfici con curvatura
        negativa che sorprende Gauss, come approfondiremo in seguito. Per ora notiamo semplicemente
        che su una superficie con curvatura costante –1 dal teorema segue che l’area di un triangolo
        geodetico è data da AT =
                    (π – (α + β +
                    γ)). La somma degli angoli interni di un triangolo su queste superfici è
        minore di π, e questa è davvero una cosa da paese delle meraviglie,
        anche per Gauss. 
Gauss e il matematico O. Bonnet
        estendono la formula a superfici con curvatura non costante e a triangoli sulla superficie
        con bordi non necessariamente geodetici. Questa formula o teorema, che ora si chiama di
        Gauss-Bonnet, è probabilmente il risultato più profondo della teoria delle superfici e ha
        formulazioni equivalenti anche per dimensioni superiori a due. Il
        teorema rappresenta per molti aspetti uno spartiacque nella storia della geometria:
        probabilmente Gauss aveva ragione nel definirlo egregium. 
Nella teoria delle superfici si
        vogliono confrontare tra loro due superfici assegnate. Un modo naturale per farlo è quello
        di considerarle come pezzi di stoffa flessibili e inestensibili e vedere se possono essere sovrapposte
        una sull’altra, attraverso flessioni, avvolgimenti, distensioni ma senza fare né
        allungamenti né tagli. Se questo è possibile i matematici dicono che le due superfici sono
        tra loro isometriche. L’idea di confrontare in questo modo le superfici
        è collegata direttamente ai problemi della geodesia, ovvero della misura di lunghezze e aree
        sulla superficie terrestre. In particolare, al problema della costruzione di carte o mappe
        geografiche, di come rappresentare la superficie della Terra su quella di un piano. 
Gauss, con l’uso della sua formula,
        osserva che due superfici tra loro isometriche debbono avere la stessa curvatura. Ecco le
        parole esatte: Formula itaque art. praec. sponte perducit ad egregium Theorema. Si
            superficies curva in quamcumque aliam superficem explicatur, mensura curvaturae in
            singulis punctis invariata manet. 
    
Le carte geografiche 



Il teorema di Gauss è di rilievo
            anche se letto in negativo. Prendiamo due punti su due superfici con curvatura diversa:
            non è possibile sovrapporre le due superfici una sull’altra nei due punti senza tagliare
            o allungare una delle due. 
Poiché la sfera ha in ogni punto
            curvatura positiva mentre il piano ha curvatura nulla, ad esempio, non possiamo
            sviluppare la sfera sul piano, nemmeno per pezzi molto piccoli, senza deformare o
            tagliare la sfera. 
Una carta geografica del globo
            terrestre, intesa come sovrapposizione tra un pezzo di piano e un pezzo di sfera, non
            potrà essere totalmente fedele dal punto di vista geometrico. Nel realizzarla dobbiamo
            per forza allungare o tagliare un pezzo di sfera, ovvero rinunciare a rappresentare
            qualche tipo di misura sulla sfera. E questo è un problema molto serio. 
Il teorema di Archimede
            sull’equivalenza tra l’area della sfera e quella del cilindro circoscritto, e in
            particolare la sua dimostrazione, mostra che la proiezione della sfera sul cilindro
                preserva le aree, come nella figura 5.1. Si noti che il
            cilindro si srotola poi facilmente su un piano.
        
[image: FIG. 5.1. La proiezione sul cilindro srotolata sul piano.]
FIG. 5.1. La proiezione sul
                    cilindro srotolata sul piano.


Questo tipo di carte geografiche si
            chiamano carte equivalenti; non preservano le distanze e nemmeno la forma dei territori sulla sfera, soprattutto
            verso i poli lontano dall’equatore. Nel 1973 lo storico Arno Peters propose un’altra
            carta geografica equivalente, che sovverte molte convenzioni geografiche e, di
            conseguenza, anche storiche. Viene chiamata proiezione di Gall-Peters perché pare fosse
            stata usata per la prima volta nel 1885 da James Gall, sacerdote scozzese. 
La soluzione cartografica più
            ingegnosa e di successo è probabilmente quella proposta dal matematico, astronomo e
            cartografo olandese Gerardo Mercatore (1512-1594), latinizzazione del nome olandese
            Kramer che significa mercante. La figura 5.2 rappresenta la
            carta da lui realizzata nel 1596 e denominata Nova et aucta orbis terrae
                descriptio ad usum navigantium emendata accomodata. 
[image: FIG. 5.2. La proiezione di Mercatore.]
FIG. 5.2. La proiezione di
                    Mercatore.


La proiezione di
                Mercatore è una mappa conforme, ovvero
                preserva gli angoli e quindi anche le forme dei continenti; ma
            non preserva le distanze e nemmeno le aree. La proiezione di Mercatore è tuttora usata,
            ad esempio da Google Maps. 

Geometrie non euclidee 



L’opera di Archimede sulle misure
            della sfera è di fatto la più importante teoria geometrica che
            esce dal piano e si muove nello spazio sviluppata
            nell’Antichità. Archimede non lavora solo con la sfera ma anche con altre superfici
            curve come ad esempio le quadriche, che si ottengono facendo ruotare una conica attorno
            a un asse. 
Il lavoro di Gauss è molto più che
            una semplice estensione di quello di Archimede, rappresenta una svolta culturale che
            porta a considerare la geometria e lo spazio in termini nuovi. Il primo passo
            rivoluzionario è quello di considerare la superficie come uno spazio autonomo, ovvero
                non tamquam limes solidi, sed tamquam solidum cuius dimensio una pro
                evanescente habetur. Se sostituiamo la parola solido con la parola spazio
            otteniamo che la superficie è «uno spazio con una dimensione evanescente». Sembra sia
            stato il filosofo e matematico Gottfried Leibniz il primo a parlare di
                geometria come scienza dello spazio e non solo delle figure che
            contiene, ma è con Gauss e il suo allievo Riemann che questa idea prende decisamente
            corpo e apre le porte a nuove geometrie. 
La rivoluzione concettuale si
            completa con l’osservazione che la formula K
            ·
                        AT
            = (α
            + β
            + γ
            – π) è intrinseca alla superficie, affermando che l’area del triangolo
            dipende dai suoi angoli e da come è curvata la superficie che lo ospita. Ci induce
            quindi a pensare che l’ambiente, in questo caso la superficie,
            determina la geometria che in esso si rappresenta. 
Gauss dunque pensa e ci invita a
            pensare a una superficie come spazio autonomo, bidimensionale, nel quale è possibile
            «ambientare» una geometria. Niente di nuovo, si potrebbe osservare, di quanto fatto da
            Euclide che ha sviluppato tutta la sua geometria nel piano. Ma le superfici sono tante,
            non solo il piano, e se sviluppiamo la geometria con assiomi e regole
                uguali ma in ambienti-superfici diversi ci
            aspettiamo teorie diverse. L’idea che lo spazio ambiente non sia unico è davvero
            controintuitiva, si pensi al concetto di spazio come un a priori
            nel pensiero di Kant. 
Il Princeps
                Mathematicorum è il primo matematico che intuisce l’esistenza di
            geometrie che hanno tutti gli assiomi, le regole di ingaggio, equivalenti a quelli della
            geometria euclidea con l’eccezione del quinto postulato; le chiama geometrie
                non euclidee. Non esistono però scritti espliciti di Gauss su questo,
            solo cenni in qualche corrispondenza. Un’idea di quel che pensava la ricaviamo da una
            sua lettera all’amico e avvocato Taurinus (1824): 
        
che la somma degli angoli interni di un triangolo
                non possa essere meno di 180 gradi; questo è il vero nodo, la
                barriera contro cui tutto si scontra […]. Io ci penso da oltre 30 anni, e dubito che
                altri si siano occupati di questo maggiormente. L’ipotesi che la somma dei tre
                angoli sia più piccola di 180 gradi conduce ad una geometria molto diversa dalla
                nostra (euclidea), che è consistente, e che ho sviluppato in maniera così
                soddisfacente da risolvere ogni questione eccetto una, che riguarda la
                determinazione di una costante non apparente a priori. Più
                grande si prende questa costante più ci si avvicina alla geometria euclidea,
                all’infinito le due geometrie coincidono. I teoremi in questa geometria possono
                sembrare paradossali e, ai non esperti, privi di senso […]. Tutti i miei sforzi per
                trovare una contraddizione o una inconsistenza interna in questa geometria
                    non euclidea sono stati vani […]. Sappiamo davvero molto poco, o
                nulla, della vera natura dello spazio e possiamo dunque confondere ciò che ci appare
                innaturale con qualcosa di assolutamente impossibile. Se la geometria non euclidea
                fosse la geometria vera e se la costante fosse comparabile alle grandezze che
                misuriamo in Terra o in cielo allora essa potrebbe essere determinata a posteriori.
                Per questo, occasionalmente e per scherzo, ho espresso la possibilità che la
                geometria euclidea non sia la vera geometria.
            


E ancora da altre lettere: «Ho
            consolidato ulteriormente molte cose, tra le quali la convinzione che non si possa
            stabilire completamente la geometria a priori […]. Dobbiamo con umiltà ammettere che,
            mentre il numero è un puro prodotto della nostra mente, lo spazio ha una realtà fuori
            dalla nostra mente, pertanto non possiamo prescrivere le sue leggi a priori». 
La geometria euclidea è la
            geometria descritta negli Elementi di Euclide. Una teoria che si
            poggia su alcuni assiomi e postulati di base dai quali tutti gli studiosi di geometria,
            da Euclide in poi, ricavano con il metodo logico e deduttivo una serie di proposizioni e
            teoremi che costituiscono il corpo della geometria euclidea. Tra questi assiomi di
            partenza troviamo il famoso quinto postulato, che presuppone l’esistenza e l’unicità di
            una retta parallela a una fissata e passante per un punto esterno. Molti matematici, nel
            corso di oltre 2.000 anni, hanno tentato di dedurre il quinto postulato dai precedenti;
            volevano cioè dimostrare che questo non era da annoverarsi tra i postulati ma piuttosto
            tra le proposizioni. Nel corso di questi tentativi molti notarono che il quinto
            postulato è equivalente a dimostrare che la somma degli angoli interni a un triangolo è
            uguale a 180 gradi (π in radianti). Gauss invece
            osa immaginare una geometria che non sia euclidea, fantasticando
            una superficie, uno spazio ambiente, nella quale la somma degli angoli interni di un
            triangolo sia minore di 180 gradi. Questa eventuale geometria verrà chiamata alcuni anni
            dopo, da Felix Klein, geometria iperbolica. Tra i pionieri di
            questi studi vanno sicuramente menzionati, oltre a Gauss stesso, il matematico e gesuita
            italiano Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733), il matematico russo Nikolaj Ivanovič
            Lobačevskij (1792-1856) e János Bolyai (1802-1860), ufficiale dell’esercito
            austro-ungarico e matematico. 
Bisognerà però aspettare Eugenio
            Beltrami (1835-1900), matematico italiano che è stato anche tra i primi senatori del
            Regno d’Italia, per vedere dei modelli espliciti di geometria iperbolica, costruiti
            proprio come superfici di curvatura costante negativa. 
Una superficie con curvatura
            costante –1 non è in verità difficile da ottenere. Si può costruire partendo da una
            curva speciale, detta trattrice, scoperta e descritta da Leibniz con un metodo
            meccanico. Si prende un orologio da taschino e lo si appoggia a un piano dispiegando in
            linea retta la catena. Si muove quindi l’estremità opposta della catena lungo una linea
            retta ortogonale alla catena. L’orologio si muove lungo la curva
            trattrice (fig. 5.3a). 
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FIG. 5.3. 


Ruotando ora la trattrice attorno
            alla retta verticale si ottiene una superficie con curvatura costante –1, come nella
            figura 5.3b. 
Questa superficie ha però un paio
            di evidenti difetti che non le permettono di competere per il titolo di «modello» per
            una geometria non euclidea. Innanzitutto ha un buco, in topologia si dice che
                non è semplicemente connessa: per questo è più simile a un
            cilindro che a un piano. Ma soprattutto le sue geodetiche, le curve di minor lunghezza,
            si interrompono sul cerchio che è il bordo della base. Si potrebbe dire che
            la superficie ha in questo cerchio un «orizzonte di
            singolarità»; in matematica si dice che non è completa. 
Beltrami costruisce una superficie
            con curvatura costante –1, che non ha i due inconvenienti precedenti, e verifica quindi
            che realizza un modello consistente di geometria iperbolica. Lo fa in due memorabili
            saggi, pubblicati entrambi nel 1868 e chiama questa sua creazione
                pseudosfera. 
Il primo si intitola
                Saggio di interpretazione della Geometria non euclidea (1868) e
            inizia con questo incipit: 
In questi ultimi tempi il pubblico matematico ha
                incominciato ad occuparsi di alcuni nuovi concetti i quali sembrano destinati, in
                caso che prevalgano, a mutare profondamente tutto l’ordito della classica geometria.
                Questi concetti non sono di data recente, il sommo Gauss li aveva abbracciati fino
                dai suoi primi passi nella carriera delle scienze, e benché nessuno dei suoi scritti
                ne contenga l’esplicita esposizione, le sue lettere fanno fede della predilezione
                con cui li ha sempre coltivati e attestano la piena adesione che ha data alla
                dottrina di Lobatschewky. 


In questo lavoro Beltrami usa le
            teorie sviluppate da Gauss e costruisce la pseudosfera come un
                rivestimento della superficie
            di rotazione della trattrice, una specie di copertura a strati successivi incollati tra
            loro che si avvicina ma non raggiunge mai il bordo. Questa superficie conserva una
            curvatura negativa ed è un buon modello di geometria iperbolica. Accompagna il lavoro
            teorico con delle costruzioni in carta di queste superfici; queste cuffie di
                Beltrami sono ancora custodite presso il
            Dipartimento di Matematica dell’Università di Pavia (fig. 5.4a). 
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FIG. 5.4.
                


Nel secondo saggio, dal titolo
                Teoria fondamentale degli spazi di curvatura costante, usa
            invece la rivoluzionaria teoria sviluppata dal matematico tedesco Riemann, che Beltrami
            incontra all’inizio della sua carriera accademica a Pisa.
            Nell’introduzione scrive: 
Nel presente scritto espongo i risultati molto
                più generali a cui mi ha condotto l’ulteriore evoluzione di quel concetto,
                coordinato ad alcuni principii tracciati da Riemann nell’insigne suo lavoro postumo:
                    Sulle ipotesi che stanno alla base della geometria (1868)
                […]. Spero che le mie ricerche possano aiutare l’intelligenza di alcune parti di
                questo profondo lavoro.
            


Beltrami è uno dei primi matematici
            a intuire la portata innovativa del lavoro di Riemann e, con un’audacia simile a quella
            mostrata da Archimede per misurare la sfera, non esita a utilizzarlo per costruire la
            geometria iperbolica. Tralasciando i difficili calcoli, presento al lettore un’idea
            intuitiva della costruzione. Come superficie base prende una
                semisfera nello spazio ma su di essa definisce un modo non
            standard di determinare la distanza tra due punti, utilizzando il concetto di
                metrica introdotto da Riemann. Su una superficie si possono
            definire diversi tipi di metrica, o distanza; tra queste, la metrica euclidea che
            fornisce la distanza usuale, che dà origine alla geometria euclidea. La
            metrica che sceglie Beltrami è insolita e non facile da
            maneggiare, qui riporto solo alcune sue proprietà. La principale è che fa crescere le
            distanze all’infinito andando verso il bordo della sfera: in questo modo il bordo
            diventa irraggiungibile. Un’altra proprietà che Beltrami scopre con difficili calcoli,
            mai fatti da alcuno in precedenza, è che con questa metrica le curve che hanno minor
            lunghezza, le geodetiche, si ottengono intersecando la
                semisfera con piani verticali (come
            nella fig. 5.4b). 
A questo punto il gioco è quasi
            fatto: si verifica facilmente che tutti i postulati richiesti da Euclide, con eccezione
            del quinto, sono soddisfatti. Ad esempio che per due punti passa una sola geodetica; e
            anche che le geodetiche hanno lunghezza infinita (la particolare metrica, come detto, fa
            aumentare le distanze all’infinito in prossimità del bordo). 
Il quinto postulato non vale in
            questa geometria. Dati una retta e un punto esterno, esistono infinite rette per quel
            punto che sono parallele alla retta di partenza (non la intersecano): la retta è
            definita da un piano verticale, basta prendere tutti i piani verticali per il punto dato
            che intersecano questo piano fuori dalla sfera unitaria, fuori dunque dalla nostra
            geometria. 
        
Si vede anche facilmente che la
            somma degli angoli interni di un triangolo geodetico è minore di π,
            ad esempio utilizzando la figura 5.4b. 
Spero di aver dato almeno un’idea
            della difficile e innovativa costruzione di Beltrami. L’uso da lui fatto delle metriche
            di Riemann diviene ben presto un modello da imitare e generalizzare, in particolare
            nelle applicazioni alla fisica per opera dei suoi allievi Levi Civita e Ricci Curbastro.
            Alcuni dei risultati più profondi della geometria contemporanea poggiano su costruzioni
            di geometrie iperboliche in più dimensioni, ovvero non solo sulle superfici, con
            tecniche molto simili a quelle inventate dal matematico italiano. Trovo suggestivo
            comparare i calcoli di Archimede sulla sfera con quelli di Beltrami sulla pseudosfera e
            sulle sue superfici di curvatura negativa. I metodi di calcolo a disposizione di
            Beltrami sono estremamente sofisticati e complessi rispetto a quelli di Archimede. Ma il
            metodo è lo stesso, anche in questo caso ci sono degli aspetti «meccanici», come ad
            esempio la costruzione della trattrice e il taglio della semisfera con piani verticali,
            a cui si perviene dapprima con l’intuizione e quindi con una dimostrazione rigorosa, che
            Beltrami ottiene non con l’esaustione ma con l’analisi
            matematica.
        
Osservo anche che entrambi si sono
            dedicati, per costrizione o per diletto, a problemi tecnici o ingegneristici, costretti
            dai venti di guerra e conquista che soffiavano sulla loro terra. Beltrami nacque a
            Cremona, nell’impero austro-ungarico, figlio di un «patriota italiano» costretto a
            emigrare in Francia. Studente di matematica a Pavia fu espulso dal Collegio Ghisleri per
            aver partecipato a manifestazioni filoitaliane contro il rettore. Tutto questo lo portò
            a interrompere gli studi e a diventare segretario particolare dell’ingegnere capo
            dell’Esercizio delle strade ferrate del Lombardo-Veneto. Dopo tre anni fu licenziato per
            motivi politici, ma la fortuna volle che il suo licenziamento avvenisse quasi
            contemporaneamente alla battaglia di Magenta (1859), a seguito della quale la Lombardia
            e le sue ferrovie passarono al Regno (che sarà) d’Italia. Beltrami riprese gli studi in
            matematica, non si laureò mai, ma con decreto del segretario generale del ministero
            dell’Istruzione del nuovo Regno, il matematico Francesco Brioschi, verrà nominato nel
            1862 professore straordinario a Bologna e poi a Pisa. 
Sul finire dell’800 Beltrami, dopo
            essersi dedicato alle applicazioni della matematica alla fisica, si occuperà
            principalmente di politica, ricoprendo, tra le altre, le cariche di presidente
            dell’Accademia dei Lincei e di senatore del nuovo Regno
            d’Italia. 
La geometria piana costruita da
            Euclide e studiata come unica per oltre 2.000 anni non è dunque affatto unica. Abbiamo
            quella sferica, studiata dapprima da Archimede e poi da Gauss, e ora la geometria
            iperbolica di Beltrami. 
Il problema naturale a questo punto
            è: ce ne possono essere altre? Nel caso delle superfici la risposta, che a questo punto
            può sembrare stupefacente, è no. Ogni superficie può essere ricondotta, mediante
            rivestimenti e sovrapposizioni conformi, a una di queste tre. Questo risultato si chiama
                teorema di uniformizzazione ed
            è stato dimostrato, a partire da idee iniziali di Riemann, da Poincaré. 
In dimensione superiore, ovvero per
            dimensione tre o maggiori, un teorema di questo tipo non è al momento stato raggiunto.
            In ogni dimensione abbiamo molti modelli di geometrie piatte o euclidee e molti anche di
            geometrie sferiche; i più numerosi e affascinanti sono però i modelli di tipo
            iperbolico. Esistono diverse teorie che si propongono di ricondurre, attraverso
            opportune trasformazioni geometriche, tutti gli oggetti in dimensione superiore a uno
            dei tanti possibili modelli. Le due che hanno avuto più
            successo negli ultimi trent’anni sono la Teoria dei
                modelli minimali, introdotta dal matematico giapponese Sighefumi Mori
            (1951-), Fields Medalist nel 1990, e la Congettura di
                geometrizzazione, di William Thurston (1946-2012), Fields Medalist nel
            1982. Nei suoi primi lavori Mori si pone il problema di chiarire, nell’ambito di quella
            che si definisce geometria algebrica, quale sia l’equivalente della sfera 2-dimensionale
            in dimensione superiore. Dimostra alcune proprietà fondamentali di questi oggetti legate
            al loro essere curvati positivamente, diventate oggetto di studio di decine di geometri
            contemporanei, incluso l’autore di questo saggio. 
Le entusiasmanti scoperte della
            geometria sviluppatesi nella seconda parte del XIX secolo sono state accompagnate da
            numerose descrizioni e adattamenti artistici e letterari. Tra le opere più curiose va
            menzionato il breve romanzo satirico sulla società vittoriana dal titolo
                Flatland (1884) del reverendo Edwin Abbott. Il romanzo è
            ambientato in un ipotetico mondo bidimensionale; gli abitanti di questo mondo sono
            figure geometriche che riescono comunque, anche in mancanza di una dimensione, a
            esplicitare caratteristiche e contraddizioni della società del tempo. Dimostra, almeno
            dal punto di vista narrativo-artistico, che uno spazio con due
            dimensioni può ospitare una società, delle storie e degli esseri (ben)pensanti. Come
            esempio ricordo che i sacerdoti, gli individui più puri e di alto livello di quel mondo,
            sono dei cerchi; si mostrano a chiunque li incontri sempre come un segmento di lunghezza
            fissata. La scala sociale si esplica con categorie di individui di forme diverse,
            poligoni a più lati, via discendendo fino alle donne che sono semplici segmenti. Quindi
            appaiono agli altri individui in lunghezza variabile e se una donna si presenta «in
            linea con l’osservatore» questi vede solo un punto, dunque praticamente non la vede e
            rischia di essere infilzato. 
Ma ecco cosa dice a proposito il
            reverendo: 
A questo punto i rischi a cui siamo esposti dalla
                presenza delle nostre Donne saranno evidenti anche all’intelletto meno pronto di
                tutta la Spacelandia. Infatti, se persino l’angolo di un rispettabile Triangolo
                borghese non è privo di pericoli, se l’urto con un Operaio comporta un taglio, se la
                collisione con un Ufficiale della Classe Militare è seguita di regola da una ferita
                seria, se l’essere semplicemente toccati dal vertice di un Soldato Semplice comporta
                un rischio mortale, che altro ci si potrà aspettare dall’urto con una Donna, se
                non la distruzione totale e immediata? […]. In alcuni Stati
                c’è una Legge aggiuntiva che proibisce alle Femmine, sotto pena di morte, di
                camminare o anche di star ferme in qualsiasi luogo pubblico senza muovere
                continuamente il posteriore da sinistra a destra, in modo da segnalare la propria
                presenza a chi sta dietro; altri costringono una Donna in viaggio a farsi seguire da
                un figlio, da un servo o dal marito; altri confinano senz’altro le Donne a casa
                loro, tranne nelle festività religiose. Ma i più saggi fra i nostri Circoli o Uomini
                di Stato sono giunti alla conclusione che la moltiplicazione delle restrizioni sulle
                Femmine tende non solo alla debilitazione e diminuzione della razza, ma anche
                all’aumento degli omicidi domestici, sicché uno Stato che abbia un Codice troppo
                severo finisce tutto sommato per rimetterci. 


Nella seconda parte del libro
            appare una terza dimensione, di fatto evanescente in Flatlandia, quando si assiste
            all’incontro di un quadrato con una sfera, un oggetto proveniente dallo spazio
            tridimensionale denominato Spacelandia che attraversa il piano di Flatlandia. 
All’inizio del XX secolo è un
            incisore olandese, Maurits Cornelis Escher, che interpreta con splendide opere il
            modello di Beltrami-Klein. Escher si interessò al lavoro di Beltrami dopo aver
            visto un disegno del matematico inglese Harold Coxeter con una
            tassellatura del disco di Beltrami (vedi fig. 5.5). 
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FIG. 5.5. Tassellatura di
                    Coxeter.


La successiva figura
                5.6a è una pseudosfera realizzata con una stampante 3D, se ne
            possono trovare molti tipi da acquistare sul web; sulla parete si vede una proiezione.
            La produzione di oggetti matematici con le stampanti 3D è
            diventata un’interessante modalità per costruire oggetti artistici di grande interesse. 
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FIG. 5.6.
                


L’utilizzo di superfici a curvatura
            negativa, dunque iperboliche, rappresenta una sfida per molti architetti moderni; il
            Metropol Parasol di Siviglia della figura 5.6b è un bellissimo
            esempio di copertura realizzata con superfici iperboliche.




VI. 

Sfere, ipersfere… l’astrazione della matematica
            contemporanea 



La storia della matematica è costellata
        di problemi difficili e affascinanti la cui soluzione ha impegnato gran parte della vita di
        molti scienziati. Questi hanno (quasi) sempre lavorato in libertà con un atteggiamento di
        umiltà nei confronti dei risultati raggiunti. Ogni matematico sa bene che una buona ricerca
        ha bisogno di fantasia ed è destinata prima o poi a essere superata da teorie più generali,
        che inglobano quelle precedentemente ottenute. Il vedere ampliato un filone di ricerca è una
        prova della correttezza e dell’importanza dei risultati iniziali. 
Un problema antico e fecondo, sia nelle
        generalizzazioni che nelle applicazioni, è il cosiddetto «problema isoperimetrico» che può
        essere così formulato: 
Problema isoperimetrico: tra tutte le
        curve chiuse nel piano di lunghezza fissata L qual è quella che
        racchiude la regione di area massima? 
    


La parola greca
            isoperimetrico, «avente lo stesso perimetro», ben sintetizza il
        contenuto del problema. Che può essere formulato anche in questo modo: «tra tutte le curve
        chiuse del piano che racchiudono una regione di area fissata A, trovare
        quella di perimetro minimo». 
La questione ha origini addirittura
        mitologiche: si narra che Didone, regina di Tiro, fu costretta all’esilio dal fratello
        Pigmalione e intraprese un lungo pellegrinaggio nel Mediterraneo conclusosi con l’approdo in
        Libia presso il re Ibra. Quest’ultimo volle concedere a Didone tanto terreno quanto ne
        poteva contenere una pelle di bue. L’astuta Didone tagliò la pelle in tante strisce sottili,
        le legò assieme per formare una lunga corda che dispose a terra contornando una regione di
        area massima; su questa regione poi costruì la città di Cartagine, detta anche Birsa, che in
        greco significa pelle di bue. Didone era ben cosciente del fatto che l’area massima si
        ottiene con un perimetro circolare; inoltre, dato che voleva affacciarsi sul mare, utilizzò
        la linea retta della costa e dispose la corda lungo un semicerchio. Cronista di questo mito
        è il poeta latino Virgilio nell’Eneide, che attribuisce alla regina
        anche un rapido ma intenso flirt amoroso con Enea.
    
Questo classico problema di «calcolo
        delle variazioni», ovvero della ricerca di massimo o minimo, è stato affrontato e discusso
        da molti matematici greci, incluso Archimede, e più tardi da Galilei, Eulero e tanti altri.
        Sebbene il cerchio sembri essere la soluzione ovvia del problema, si dovette attendere il
        lavoro del matematico svizzero Jacob Steiner (1796-1863) per averne una prima dimostrazione
        rigorosa, con un metodo che oggi si definisce come simmetrizzazione di
            Steiner. 
In sintesi egli nota dapprima che se la
        regione racchiusa dal perimetro non è convessa la possiamo modificare rovesciando
        all’esterno la parte concava per acquisire maggiore area, come nelle figure
            6.1a e b. Osserva inoltre che se una curva
        convessa non è totalmente simmetrica rendendola tale senza modificarne la lunghezza se ne
        aumenta l’area racchiusa; nella figura 6.1c notiamo che, a parità di
        perimetro, un’ellisse ha area minore di un cerchio.
    
[image: FIG. 6.1. Simmetrizzazione di Steiner nel piano.]
FIG. 6.1. Simmetrizzazione di
                Steiner nel piano.


Il cerchio, potremmo dire per
        definizione, è la curva chiusa perfettamente convessa e simmetrica; dunque il cerchio
        racchiuso da una circonferenza è la soluzione cercata! 
Risolto un problema, ai matematici
        piace riscriverlo in forma più astratta e più compatta. Queste riformulazioni mettono il
        risultato sotto una nuova luce, svelando possibili generalizzazioni o applicazioni in
        contesti diversi. Sono processi tipici anche in altri ambiti culturali: si pensi ad esempio
        ai tanti artisti che imparano copiando e imitando le opere dei predecessori e poi le
        trasformano, spesso con procedure di astrazione, in qualcosa di straordinariamente nuovo e
        bello. 
Abbiamo imparato dalla Proposizione 1
        del trattato Misura del cerchio di Archimede che l’area del cerchio,
        che indichiamo con A, è legata al suo perimetro, che indichiamo con
            L; questo legame può essere espresso ad esempio con la formula
        seguente: 
4πA = 4π
                (πr2) =
                (2πr)2 =
                L2

Con questa possiamo riscrivere la
        soluzione del problema isoperimetrico attraverso quella che viene chiamata «disuguaglianza
        isoperimetrica».
    
Proposizione. Consideriamo nel piano
        una regione delimitata da una curva chiusa. Sia A l’area della regione
        e L la lunghezza della curva; vale la disuguaglianza 
4πA ≤
                L2

Avremo uguaglianza se e solo se la
        figura è un cerchio. 


Come Archimede, ci spostiamo ora dalla
        geometria del piano a quella dello spazio e formuliamo un analogo problema isoperimetrico
        per regioni nello spazio. Ci chiediamo quale sia la superficie chiusa di area fissata
            S che racchiude una regione di massimo volume. 
Non sorprenderò il lettore dicendo che,
        con un ragionamento di simmetria simile a quello di Steiner (fu lui di fatto a estenderlo
        nello spazio), si può provare che la sfera è la soluzione anche a questo problema
        isoperimetrico spaziale. 
Utilizziamo nuovamente Archimede per
        formulare una «disuguaglianza isoperimetrica» nello spazio analoga a quella nel piano. Dalle
        formule per il volume e per l’area della sfera deriviamo la seguente uguaglianza: 
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Con un argomento di simmetrizzazione,
        possiamo provare: 
Proposizione. Consideriamo nello spazio
        ordinario una regione delimitata da una superficie chiusa e connessa; sia
            V il volume della regione e S l’area della
        superficie. Vale la disuguaglianza 
36πV2
            ≤ S3

Avremo uguaglianza se e solo se la
        superficie è una sfera. 


La disuguaglianza isoperimetrica nello
        spazio è un’ottima regola per interpretare il comportamento della Natura, poiché, come
        osservava il matematico e giurista Pierre Fermat nel ’600, naturam operari per
            modos et vias faciliores et expeditiores. Una sorta di enunciazione stringata
        e anticipatrice della seconda legge della termodinamica, secondo cui in un sistema fisico
        chiuso con entropia costante l’energia decresce fino a raggiungere un minimo in una
        posizione di equilibrio. 
L’esempio più evidente del manifestarsi
        della disuguaglianza in natura è dato dalla forma di una goccia d’acqua o meglio ancora di
        quella di una bolla di sapone. Fissato il volume d’acqua, o di aria
        nel caso della bolla, la tensione superficiale forza la goccia a disporsi in una forma che
        minimizza la superficie, che è appunto quella sferica. 
Invitiamo ora il lettore a uscire dal
        piano e dallo spazio usuali e proviamo ad avventurarci assieme nella geometria degli
        iperspazi! Tutto ha inizio in una rivoluzionaria lezione, tenuta presso la facoltà di
        Filosofia di Gottinga nel 1854, dal matematico tedesco Riemann. Utilizzando la parola
        tedesca Mannigfaltigkeit, che in italiano viene tradotta con
            varietà, introduce uno dei concetti più importanti della matematica
        moderna e contemporanea, che ci porterà a studiare in modo nuovo l’ambiente che ci circonda.
        Per Riemann, allievo di Gauss, lo spazio deve essere inteso come una grandezza
            multiplamente estesa: non dobbiamo semplicemente fermarci allo studio del
        piano o dello spazio tridimensionale e degli oggetti ivi contenuti, ma considerare spazi a
        più dimensioni. 
Inoltre questi non devono essere
        necessariamente piatti, come il piano euclideo o lo spazio
        tridimensionale usuale, ma possono essere anche «curvi», come lo sono le superfici studiate
        dal suo maestro. 
Non è facile spiegare il concetto di
        spazio a più dimensioni e cosa si intende quando lo si definisce
        curvo. Accenno nel seguito a due approcci suggeriti nella lezione di Riemann. 
Nel primo ci appoggiamo al metodo delle
        coordinate introdotto da Cartesio: fissate due rette ortogonali nel piano ogni punto può
        essere individuato da una coppia di numeri, l’ascissa e l’ordinata del punto sulle due
        rette. In analogia si definisce uno spazio di dimensione n come un
        insieme di punti descritti da n numeri
            (x1,
            x2, …,
            xn) in qualche modo indipendenti, detti
        coordinate. Fare geometria in questi spazi a più dimensioni consiste nel descrivere il
        comportamento di queste n variabili attraverso equazioni. In
        particolare si possono definire delle relazioni tra queste variabili che determinano un modo
        di misurare le distanze e la curvatura dello spazio. In questo linguaggio un cerchio,
        pensato come luogo dei punti del piano che distano da O = (0,0) una lunghezza fissata r, è dato dai punti le cui
        coordinate (x1,
            x2) soddisfano l’equazione [image: ]; questo cerchio ha curvatura [image: ]. 
Analogamente una
            ipersfera, pensata come punti dell’iperspazio che distano
            r da un centro O, si descrive come l’insieme
        dei punti le cui coordinate iperspaziali (x1,
            x2, …,
            xn
        + 1) soddisfano l’equazione [image: ].
    
Per gli scopi del libro utilizzerò
        soprattutto l’altro approccio suggerito da Riemann, che permette di costruire, o almeno
        immaginare, una varietà di dimensione n a partire da una di dimensione (n – 1). Questa costruzione «meccanica» è più in sintonia con il
            Metodo di Archimede. 
A partire da un punto, muovendosi in
        una direzione si ottiene una curva, ovvero una varietà 1-dimensionale; ritroviamo qui una
        delle definizioni originarie di curva come punto in movimento. Muovendosi invece in due
        direzioni, ortogonali tra loro, si ottiene una superficie; una superficie si ottiene anche
        muovendo un’intera curva in una direzione trasversale. In generale se muoviamo una varietà
            n-dimensionale in una direzione che diremo trasversale si ottiene
        una varietà (n + 1)-dimensionale; in altre parole questa ultima varietà può essere pensata
            come una sintesi di una variabilità n-dimensionale con una variabilità
            1-dimensionale. 
Come esempio prototipo consideriamo la
        figura 6.2 che illustra come costruire un cubo, o meglio un «ipercubo», in ogni dimensione.
        Partiamo con un punto, che è un cubo in dimensione zero. Prendiamolo e trasliamolo lungo una
        direzione retta, ottenendo in questo modo un segmento, che chiameremo cubo di dimensione 1.
        Proseguiamo traslando il segmento in una direzione ortogonale e
        otteniamo un quadrato, il cubo 2-dimensionale; trasliamo quindi in un’altra direzione
        ortogonale per avere il cubo tradizionale o 3-dimensionale (si noti che già a questo livello
        il disegno rappresenta una proiezione piana del cubo). 
[image: FIG. 6.2. Dal punto all’ipercubo.]
FIG. 6.2. Dal punto
                all’ipercubo.


Immaginiamo ora una quarta direzione
        ortogonale lungo la quale trasliamo il nostro cubo per ottenere l’ipercubo 4-dimensionale.
        Proseguiamo via via in questo modo e otteniamo un ipercubo in ogni dimensione. 
L’ipercubo 4-dimensionale viene anche
        chiamato tesseratto, nome usato in tanti racconti di fantascienza. Nel
        famoso film Interstellar, ad esempio, il protagonista, impegnato in un
        viaggio a ritroso nel tempo, passa vicino ad alcuni tesseratti, e questo sembra confortarlo
        sulla correttezza della rotta.
    
L’architettura moderna è ricca di
        strutture a forma di tesseratto proiettate nello spazio tridimensionale, si prenda ad
        esempio La Grande Arche de la Défense a Parigi. 
Costruiamo ora con questo metodo le
            ipersfere, varietà curve equivalenti alla sfera in ogni dimensione. 
Partiamo considerando due punti
        distinti: li pensiamo come i due punti che distano dal loro punto medio una distanza
        fissata. In questo senso possono essere pensati come una sfera di dimensione zero. 
Ruotiamo questi punti su un piano
        attorno al punto medio, ottenendo così una circonferenza, ovvero una sfera 1-dimensionale. 
Come nella Definizione 14 del Libro XI
        di Euclide, ruotiamo ora il cerchio nello spazio attorno a una retta che passa per il
        centro: otteniamo la sfera, ovvero l’ipersfera 2-dimensionale. 
Ruotiamo quindi la sfera in uno spazio
        4-dimensionale attorno a un piano (che contiene la retta precedente); se riuscite a vedere
        con la mente, ovvero a immaginare, tutto questo, avete davanti una ipersfera 3-dimensionale
        (3-sfera) immersa in uno spazio 4-dimensionale. 
Proseguendo in maniera iterattiva,
        ruotando una ipersfera di dimensione n attorno a un piano
        di dimensione n in uno spazio (n + 2)-dimensionale otteniamo la (n + 1)-sfera. 
Tutto chiaro? Forse no, la geometria a
        più dimensioni non è sperimentabile, per lo meno nella vita di tutti i giorni, dunque
        possiamo solo immaginarla. Ma l’immaginazione è personale e ognuno la gestisce a suo modo. 
Proviamo a dare un’idea generale di
        come si potrebbe immaginare e descrivere una 3-sfera, partendo da una descrizione speciale
        della sfera (2-sfera) ed estendendola per analogia. Un’idea utilizzata, in forme diverse, da
        almeno due grandi pensatori, come vedremo nel seguito. 
La 2-sfera può essere pensata come
        un’unione di tanti cerchi (1-sfere), ottenuti intersecando con piani paralleli (fig.
            6.3a), detti appunto paralleli. Consideriamo ora due partecipanti a
        un gioco/lezione: un «maestro» situato al polo nord e un «giocatore» al polo sud. Supponiamo
        che il nostro giocatore sia un abitante di Flatlandia, viva e si muova cioè solo su un
        piano, che supponiamo tangente alla sfera nel polo sud. Il maestro vuole spiegare al
        giocatore cosa è una sfera e chi sono gli abitanti dei vari paralleli; per fare questo
            proietta tutti i cerchi nel mondo del giocatore, nel piano (nella
        fig. 6.3b vediamo la sfera e le proiezioni dei paralleli sul piano). Il
        giocatore vedrà allora una serie di centri concentrici, con centro
        in sé stesso; per incontrare i vari abitanti (la loro proiezione) si muoverà radialmente
        esplorando via via i cerchi concentrici. 
[image: FIG. 6.3.]
FIG. 6.3.
            


Un problema lo dovrà affrontare quando
        vorrà conoscere il maestro stesso: se ci pensate questi viene proiettato in un immaginario
        cerchio limite all’infinito che racchiude tutti i cerchi precedenti. Al nostro giocatore
        dunque alcune affermazioni del maestro sembreranno piuttosto insolite e difficili da capire:
        ad esempio il fatto che la sfera sia limitata, mentre il piano su cui si proietta è
        infinito. E ancora che il maestro è un punto ma al giocatore appare in tutte le direzioni
        all’infinito, visto che viene proiettato nel cerchio all’infinito. 
Una cosa divertente è che si possono
        cambiare i ruoli e far proiettare al giocatore tutto sul piano tangente al maestro. La sfera
        diventa anche in questo caso una serie di centri concentrici però
        attorno al maestro e al giocatore diventa un’infinità di direzioni all’infinito. Tutto si
        svolge sempre attorno a un punto, ma la seconda volta quello che tutto includeva ora è
        incluso, come vedremo tra poco dirà il sommo poeta. 
In analogia possiamo pensare alla
        3-sfera come a un’unione di 2-sfere, immerse in uno spazio 4-dimensionale. 
Anche in questo caso potremmo
        immaginare un gioco con un maestro in un punto sulla 3-sfera (polo sud) e un giocatore su un
        punto diametralmente opposto (polo nord). Se il maestro proietta la 3-sfera nello spazio
        3-dimensionale tangente alla 3-sfera nel giocatore, come in figura 6.4, quest’ultimo vedrà
        una serie di sfere a lui concentriche via via sempre più grandi che
        tendono verso un bordo all’infinito. Questo bordo può essere immaginato come una sfera
        infinita che tutto abbraccia, ma di fatto è composto dal solo maestro. 
[image: FIG. 6.4. Proiezione dell’ipersfera in sfere concentriche nello spazio.]
FIG. 6.4. Proiezione
                dell’ipersfera in sfere concentriche nello spazio.


Agli inizi del secolo scorso il grande
        fisico Albert Einstein rivoluziona la fisica classica con una teoria geometrica della
        gravitazione che viene ambientata e descritta in uno spazio di dimensione 4, la
            teoria della relatività. Spinto da
        una geniale intuizione dei fenomeni fisici, trova nella nuova geometria di Riemann lo
        strumento ideale per rappresentare le sue idee. Nella sua teoria ipotizza che il nostro
        universo sia una 3-sfera, come illustra in una conferenza all’Accademia Prussiana delle
        Scienze nel 1921: 
la geometria così completata è evidentemente una
            scienza naturale: in realtà possiamo considerarla come la più antica branca della
            fisica. Le sue affermazioni derivano essenzialmente da induzioni compiute sulla
            esperienza e non soltanto da deduzioni logiche. Chiameremo questa geometria completata
            «geometria pratica» […]. Il problema se la geometria pratica dell’universo sia o no
            euclidea ha un chiaro significato e solo l’esperienza può rispondervi. […] Io
            attribuisco speciale importanza alla interpretazione della geometria che
            ho ora esposta, perché senza di essa sarei stato incapace di
            formulare la teoria della relatività […]. Possiamo «visualizzare» un universo
            tridimensionale che è finito benché illimitato? […]. Secondo gli ultimi risultati della
            teoria della relatività è possibile che anche il nostro spazio tridimensionale sia
            approssimativamente sferico, che cioè le leggi di disposizione dei corpi rigidi non
            siano in esse date dalla geometria euclidea, ma, approssimativamente dalla geometria
            sferica, se si prendono in considerazione parti di spazio sufficientemente estese. Ora,
            questo è il punto al quale l’immaginazione del lettore esita. «Nessuno può immaginare
            una cosa simile» esclama indignato. «Può essere detto ma non pensato. Posso immaginare
            abbastanza bene una superficie sferica ma nulla di analogo a tre dimensioni». Noi
            dobbiamo cercare di sormontare questo ostacolo mentale e il lettore paziente capirà che
            non è affatto un compito particolarmente difficile. 


Einstein evoca una 3-sfera, ovvero uno
        spazio tridimensionale curvo, non euclideo, finito benché illimitato. Cosciente
        dell’esitazione del lettore nell’immaginare un tale oggetto geometrico, prosegue la
        spiegazione utilizzando esattamente l’analogia della 2-sfera e la sua proiezione sul piano,
        che abbiamo descritto sopra. 
    
Che commenta con queste parole: 
In questo modo, facendo uso come di una gruccia della
            pratica che la geometria euclidea ci fornisce nel pensare e nel visualizzare, abbiamo
            acquisita una immagine della geometria sferica […]. Il mio solo scopo oggi è stato
            quello di dimostrare che l’umana capacità di visualizzare non è in alcun modo costretta
            a capitolare di fronte alla geometria non euclidea. 


La teoria della relatività è ancora
        oggi la teoria geometrica dell’universo accettata e utilizzata dalla comunità scientifica,
        in particolare l’idea di descrivere i fenomeni fisici in uno spazio 4-dimensionale, ovvero
        nelle tre variabili spaziali più quella temporale. I fisici pensano ancora all’universo come
        a una sorta di 3-sfera, dunque finito ma illimitato, che si proietta nel mondo visivo
        3-dimensionale con una serie di sfere concentriche, centrate nel nostro punto di
        osservazione e popolate da varie galassie. Con il telescopio al di là delle galassie
        osserviamo all’infinito il loro fronte di espansione, una sfera che si trova alla distanza
        percorsa dalla luce dal momento del Big Bang, che in realtà altro non è che l’immagine
        proiettata di quel solo istante. 
Nel 1925 il matematico svizzero Andreas
        Speiser, certamente a conoscenza delle speculazioni di Einstein
        sulla forma «ipersferica» del nostro universo, fa una curiosa osservazione. La descrizione
        dell’universo come una 3-sfera, sostiene, non è nuova, si ritrova addirittura nella
            Divina Commedia! 
Osservazione non certo basata su
        riscontri scientifici, dato che Dante non aveva a disposizione né la geometria di Riemann né
        l’esperienza fisica di Einstein e poteva basare i suoi pensieri sulle semplici conoscenze
        scientifiche aristoteliche, sul sistema tolemaico e sulla Somma
            teologica di Tommaso d’Aquino. Non poteva avere un’idea esplicita delle
        strutture a più dimensioni. Eppure, come nota Speiser, la sua descrizione dell’universo
        richiama in qualche modo la proiezione di una 3-sfera. Egli descrive l’universo come una
        serie di nove sfere concentriche crescenti con centro la sfera terrestre e poi la Luna,
        Mercurio, …, fino alle Stelle fisse e al Primo mobile. Accompagnato da Virgilio percorre
        queste sfere fino a giungere alla più grande, il Primo mobile, una sorta di equatore,
        superata la quale entra nell’Empireo. 
In questo passaggio, potremmo dire da
        un emisfero all’altro, Dante cambia accompagnatore, Virgilio sparisce e appare Beatrice.
        Possiamo interpretarlo come un cambio di proiezione sulla
        ipersfera. Al riguardo Dante così descrive lo sforzo della sua
        immaginazione (Purgatorio, XXX, 37-45): 
sanza de li occhi aver più conoscenza, per occulta
            virtù che da lei mosse, d’antico amor sentì la gran potenza. Tosto che ne la vista mi
            percosse l’alta virtù che già m’avea trafitto prima ch’io fuor di puerizia fosse,
            volsimi a la sinistra col respitto col quale il fantolin corre a la mamma quando ha
            paura o quand’elli è afflitto. 


Superato il Primo mobile e avendo
        cambiato proiezione, anche l’Empireo gli appare come una struttura di nove sfere
        concentriche, questa volta decrescenti: le sfere degli Angeli, Arcangeli, …, con centro una
        luce abbacinante che rappresenta Dio. 
Riporto un pezzo della descrizione
        dell’Empireo (Paradiso, XXVIII, 25-72) nel quale Dante esterna i suoi dubbi sulla struttura
        dell’universo, la sua confusione nel cambio di proiezione avvenuto; in particolare come nel
        mondo sensibile le sfere si allargano in misura e perfezione, nell’Empireo, al contrario, si
        restringono aumentando la perfezione. Beatrice non si stupisce del fatto che
        l’intelletto umano sia insufficiente a dirimere la questione, che
        non è mai stata affrontata in precedenza, e lo invita ad ascoltare la sua spiegazione: 
distante intorno al punto un cerchio d’igne 
si girava sì ratto, ch’avria vinto quel moto che più
            tosto il mondo cigne; e questo era d’un altro circumcinto, e quel dal terzo, e ‘l terzo
            poi dal quarto, dal quinto il quarto, e poi dal sesto il quinto. Sopra seguiva il
            settimo sì sparto già di larghezza, che ‘l messo di Iuno intero a contenerlo sarebbe
            arto. Così l’ottavo e ‘l nono; e chiascheduno più tardo si movea, secondo ch’era in
            numero distante più da l’uno; e quello avea la fiamma più sincera cui men distava la
            favilla pura, credo, però che più di lei s’invera. La donna mia, che mi vedea in cura
            forte sospeso, disse: «Da quel punto depende il cielo e tutta la natura. 
Mira quel cerchio che più li è congiunto; 
e sappi che ’l suo muovere è sì tosto 
per l’affocato amore ond’elli è punto». 
E io a lei: «Se ’l mondo fosse posto 
con l’ordine ch’io veggio in quelle rote, 
sazio m’avrebbe ciò che m’è proposto; 
ma nel mondo sensibile si puote
            
        
veder le volte tanto più divine, 
quant’elle son dal centro più remote. 
Onde, se ’l mio disir dee aver fine 
in questo miro e angelico templo 
che solo amore e luce ha per confine, 
udir convienmi ancor come l’essemplo 
e l’essemplare non vanno d’un modo, 
ché io per me indarno a ciò contemplo». 
«Se li tuoi diti non sono a tal nodo sufficïenti, non
            è maraviglia: 
tanto, per non tentare, è fatto sodo!». 
Così la donna mia; poi disse: «Piglia 
quel ch’io ti dicerò, se vuo’ saziarti; 
e intorno da esso t’assottiglia. 
Li cerchi corporai sono ampi e arti 
secondo il più e ’l men de la virtute 
che si distende per tutte lor parti. 
Maggior bontà vuol far maggior salute; 
maggior salute maggior corpo cape, 
s’elli ha le parti igualmente compiute. 
Dunque costui che tutto quanto rape 
l’altro universo seco, corrisponde 
al cerchio che più ama e che più sape» 
[…] così fec’ïo, poi che mi provide 
la donna mia del suo risponder chiaro, 
e come stella in cielo il ver si vide. 


Come abbiamo visto la 3-sfera può
        essere proiettata nello spazio visibile da due punti diversi, polo
        sud e polo nord, ottenendo due immagini in qualche modo duali che scambiano le inclusioni
        delle sfere e i due poli tra loro. Tutto questo ben si associa al concetto teologico della
        dualità tra Uomo e Dio, e Dante, nelle tre righe seguenti (Paradiso, XXX, 10-12), ne sembra
        consapevole: 
Non altrimenti il triunfo che lude 
sempre dintorno al punto che mi vinse, 
parendo inchiuso da quel ch’elli ‘nchiude.
        


Accanto alla lettura della Commedia
        sono interessanti alcuni disegni che importanti pittori hanno realizzato per raffigurare i
        concetti e le emozioni di Dante assieme a Beatrice. Il primo dei due disegni in figura 6.5 è
        di Sandro Botticelli (1445-1510) e raffigura la proiezione stereografica della 2-sfera su un
        piano; il secondo, del francese Gustave Doré del XIX secolo, potremmo dire che presenta una
        proiezione della 3-sfera nello spazio. 
Ancora oggi fisici e letterati si
        cimentano nell’interpretare i versi di Dante, analizzando diversi punti della Commedia che
        messi assieme sembrano davvero descrivere la geometria di una
        3-sfera.
    
[image: ]

[image: FIG. 6.5. Dante e Virgilio.]
FIG. 6.5. Dante e
                Virgilio.


Dopo avere definito le ipersfere e
        avere provato a immaginarle con i suggerimenti di Einstein e Dante, corre l’obbligo ora di
        interrogarci, come fece Archimede, sulla misura di questi oggetti. In ogni dimensione si può
        dare una nozione di volume di un oggetto, inteso come la misura della
        quantità di spazio (o meglio iperspazio) che occupa. I matematici sanno oggi calcolare con
        facilità la superficie dell’ipersfera e anche quella dell’iperspazio in essa contenuto. E
        affrontano quindi il problema isoperimetrico del determinare il
        sottoinsieme A dello spazio di volume massimo con misura del bordo
        assegnato in ogni dimensione, dimostrando che la ipersfera fornisce sempre la soluzione.
        Questo tema di ricerca fa parte di quel campo centrale della matematica, denominato
            calcolo delle variazioni, con numerosissime applicazioni. 
Se i sottoinsiemi e i loro bordi sono
        ben fatti matematicamente (convessi, regolari, …) l’argomento di simmetrizzazione di Steiner
        può essere esteso anche negli iperspazi e ci porta a formulare la proposizione seguente: 
Proposizione. Consideriamo un insieme
            A dello iperspazio euclideo di dimensione n
        delimitato da un bordo chiuso e connesso; sia
            V il volume della regione e
            S quello del suo bordo. 
Vale la disuguaglianza
            isoperimetrica
    
[image: ]

dove
                kn è una costante che dipende solo da
            n. 
Vale l’uguale se e solo se
            A è la parte di iperspazio racchiuso in una (n – 1)-sfera S. 


Per il lettore curioso aggiungo che la
        costante kn è uguale a
            [image: ], dove Γ indica la funzione Gamma di Eulero. 
La soluzione del problema
        isoperimetrico per insiemi meno regolari, o magari immersi in spazi con distanze non
        euclidee, è oggi un campo di ricerca centrale della matematica. In questo ambito la ricerca
        italiana ha raggiunto un’indubbia posizione di eccellenza, grazie al lavoro di matematici
        del calibro di Renato Caccioppoli, Ennio de Giorgi, Enrico Bombieri (Fields Medal 1974),
        Luigi Ambrosio e Alessio Figalli (Fields Medal 2018). Le tecniche adottate sono molto
        sofisticate e astratte, a ben vedere però si ritrovano molti dei principi e degli argomenti
        usati da Archimede con l’uso della primitiva teoria delle
        proporzioni e del metodo di esaustione. 
Il crescente bisogno di modelli
        matematici in quasi tutti i campi della ricerca scientifica, non solo in fisica ma anche in
        biologia e scienze della vita, in economia e scienze sociali, accresce enormemente le
        applicazioni di queste ricerche. In particolare il modo di interpretare il comportamento
        della natura della disuguaglianza isoperimetrica nello spazio si estende a modelli
        pluridimensionali e ci aiuta a comprendere questioni che sfuggono all’esperienza.



VII. 

L’ultima formula… per il momento 



Nel 1905 Albert Einstein pubblica il
        famoso lavoro sulla relatività ristretta, dove enuncia con chiarezza
        alcuni postulati necessari per sviluppare le teorie di fisica senza dover ricorrere a
        ipotesi incoerenti in voga all’epoca, come ad esempio la teoria dell’etere. Einstein formula
        la teoria a valle di una serie memorabile di esperimenti, non ultimo quello di Michelson e
        Morley sulla costanza della velocità della luce, in un ambiente scientifico caratterizzato
        da un rinnovato interesse per la matematica da parte della fisica, si pensi ad esempio ai
        lavori di Maxwell, Lorentz e Poincaré. 
Pochi anni dopo il matematico tedesco
        Hermann Minkowski, assistente di Hilbert a Gottinga e poi insegnante di Einstein a Zurigo,
        rielabora la teoria del suo allievo introducendo un’interpretazione geometrica. In una
        conferenza enuncia il suo punto di vista (1908): 
    
I concetti di spazio e di tempo che desidero esporvi
            traggono origine dal terreno della fisica sperimentale, e in ciò risiede la loro forza.
            Sono radicali. D’ora in avanti lo spazio singolarmente inteso, ed il tempo singolarmente
            inteso, sono destinati a svanire in nient’altro che ombre, e solo una
                connessione dei due potrà preservare una realtà
                indipendente.
        


Il concetto di varietà introdotto pochi
        anni prima da Riemann risulta perfetto per interpretare l’intuizione di Minkowski: la realtà
        fisica va interpretata con una varietà che dipende da quattro coordinate
            (t, x, y,
            z), la prima determina il tempo e le altre tre la posizione nello
        spazio ordinario. 
La connessione tra i due viene realizzata
        con un’opportuna definizione di distanza tra due punti, quella che Riemann chiamava metrica.
        Minkowski scopre che la metrica necessaria per realizzare geometricamente i postulati e i
        conseguenti risultati della relatività speciale nello spazio tempo è data dalla formula ds2
                =
                    c2dt2
                – dx2 –
                    dy2 –
                    dz2, dove c è la velocità della luce e
            dt, dx, dy,
            dz sono gli incrementi nelle variabili. 
In queste ipotesi alcuni punti della
        varietà spazio-tempo potranno avere quadrato della distanza negativa, una novità
            radicale, controintuitiva per l’idea di spazio sviluppata prima di
        Einstein e Minkowski. Inoltre questa varietà risulta non essere
        piatta bensì curva. 
Einstein non si accontenta di questa
        prima teoria e sente di poterne sviluppare una più generale, in grado di inglobare anche la
        forza di gravità estendendo la teoria classica di Newton. Si accorge di non avere
        sufficienti competenze matematiche per esprimere la sua visione della realtà fisica e
        quindi, stimolato forse anche dal lavoro di Minkowski, dedica un anno intero allo studio
        della geometria sviluppata da Riemann. In quello che definisce il periodo più faticoso della
        sua ricerca si impossessa dei concetti di varietà, di metrica e di curvatura, trovando in
        essi l’apoteosi della «geometria pratica» di cui aveva bisogno. 
Nel 1915 formula la teoria
            della relatività generale, una teoria geometrica della fisica, in cui propone
        un modello di varietà 4-dimensionale, spazio-temporale, dotata di una metrica del tipo di
        Minkowski, compatibile dunque con la teoria ristretta, ulteriormente determinata da
        osservazioni della fisica sperimentale sulla forza di gravità. 
Queste osservazioni lo portano a
        scrivere una delle formule più famose della storia del pensiero scientifico,
            l’equazione di campo di Einstein:
    
[image: ]

dove
                Ricg e
                sg denotano rispettivamente la curvatura
        di Ricci e la curvatura scalare della metrica g; T
        è il Tensore energia impulso, un tensore di rango 2 che contiene tutta
        l’informazione proveniente dalla fisica, in particolare dalla materia. Risolvere questa
        equazione significa trovare la metrica, assieme alle sue curvature scalari e di Ricci;
        significa cioè trovare la forma dell’universo. 
Questa formula può essere pensata come
        la versione contemporanea della formula di Archimede, o di quella più moderna di Gauss. Con
        la sua formula Archimede descriveva la sfera, il globo terrestre, misurandone la superficie.
        Abbiamo visto che attraverso la disuguaglianza perimetrica questa formula caratterizza, o
        meglio definisce, la sfera come la superficie di massimo volume con dato bordo. Allo stesso
        modo la formula di Einstein, pensata come equazione, definisce la forma dell’universo (come
        varietà con metrica). Una volta che questa equazione viene risolta, trovando la metrica, la
        stessa equazione ci fornisce curvatura e il tensore T. 
Le ragioni che hanno spinto Einstein a
        scrivere l’equazione in questa forma non sono a tutt’oggi chiare.
        Di certo voleva tener conto della teoria della relatività ristretta e della teoria classica
        newtoniana. Arrivò alla forma finale attraverso molte approssimazioni, corrette e riviste
        negli aspetti matematici anche attraverso una celebre corrispondenza epistolare con il
        matematico italiano Levi Civita. Nella seconda metà del secolo scorso numerose teorie
        geometriche e fisiche hanno però confermato la validità teorica dell’equazione, evidenziando
        anche la sua unicità. 
Einstein descrive la sua formula come un
        monumento composto da marmo pregiato (la parte sinistra che riguarda la
        geometria) e da legno scadente (la parte destra che riguarda la
        materia). Su questa parte «di legno» lavorano i fisici, come falegnami intagliando un
        modello dello spazio. Lui stesso si pose alla ricerca di una buona formalizzazione del
        tensore T, tutt’oggi ancora lontana dall’essere raggiunta. 
Nell’equazione sono riassunte, grazie
        alla notazione tensoriale, dieci equazioni differenziali alle derivate parziali non lineari.
        Stabilito un opportuno Tensore energia impulso, una soluzione determina, attraverso la
        curvatura di Ricci e la curvatura scalare, una varietà semi-riemanniana di dimensione 4 (e
        altri oggetti di interpretazione fisica come i campi di materia). 
    
In generale è molto difficile trovare
        soluzioni esatte di questo tipo di equazioni. Una schiera di fisici matematici oggi
        ricercano soluzioni con metodi numerici per mezzo di computer e di programmi molto avanzati;
        la relatività numerica è la moderna falegnameria dove si descrivono le
        possibili strutture geometriche del nostro universo. 
Una delle conseguenze della teoria della
        relatività generale e dell’equazione di campo è l’esistenza di onde
            gravitazionali, un fenomeno inizialmente intravisto da Henri Poincaré nel
        1905 e poi teorizzato da Einstein nel 1916. Possono essere pensate come una soluzione
        dell’equazione di campo che ammette un comportamento ondulatorio della curvatura al variare
        del tempo. 
Pur certo della loro esistenza, Einstein
        dubitava della possibilità di rilevarle con un esperimento, che avrebbe dato maggiore verità
        alla sua teoria. 
Nel 2016 un team internazionale di oltre
        cento ricercatori annuncia al mondo l’osservazione (avvenuta di fatto nel 2015) di un’onda
        gravitazionale corrispondente a una soluzione numerica dell’equazione di Einstein con un
            T corrispondente alla fusione di due buchi neri distanti dalla
        Terra circa 1 miliardo e 300 milioni di anni luce. Queste
        osservazioni sono state ripetute ad oggi più volte con fenomeni massivi di diversa natura.
        La comunità dei fisici ritiene che queste rilevazioni rappresentino un’evidenza sperimentale
        sufficiente per validare del tutto la teoria della relatività generale, che fino a quel
        momento era solo una teoria geometrica. Nel 2017 i tre coordinatori del progetto hanno per
        questo ricevuto il premio Nobel per la fisica. 
A conclusione di questo breve saggio
        riporto le tre formule che riassumono (quasi) tutto quel che è stato qui raccontato.
        Sintetizzano, con un certo fascino, l’avventura scientifica del determinare le misure
        dell’universo. 
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