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Il libro




La matematica è vissuta troppo spesso come una bestia nera: qualcosa di frustrante e inaccessibile al punto che dopo gli studi – o addirittura durante – moltissimi se ne allontanano sperando di non incontrarla mai più. Le insidie probabilmente si nascondono nel modo complesso, astratto, iniziatico in cui può essere proposta. Ma come spiega Rocco Dedda, insegnante alle superiori e astro nascente della divulgazione online, si può coltivare la matematica con soddisfazione e diletto a tutte le età, anche se non ci si sente “portati”. La ricetta vincente si basa su una cura attenta del linguaggio, su un riferimento costante alle applicazioni pratiche e sul racconto di come geometria, algebra, calcolo aritmetico e infinitesimale si sono evoluti nella storia fra popoli e culture.

Dedda accompagna il lettore alla scoperta di questa possibile matematica della felicità: un viaggio affascinante tra i suoi risvolti concreti nell’arte, nella musica, nella cucina, nella letteratura, oltre che nello studio della natura, nella fisica e nell’ingegneria; una serie di straordinari incontri con personaggi come Euclide, Pitagora, Fibonacci, Fermat, Cartesio, Leibniz, Eulero; una riflessione illuminante sul linguaggio “matematichese” e le sue peculiarità. La matematica può e deve essere di tutti e, come dimostra l’autore, può essere gustosa e utile per tutti.





L’autore




Rocco Dedda

[image: Rocco Dedda]Nato nel 1983 a Foggia, è di Orsara di Puglia (FG) e vive in Abruzzo dove attualmente insegna matematica e fisica presso il polo liceale Saffo di Roseto degli Abruzzi (TE).

Laureato in matematica, ha sempre avuto passione per l’insegnamento e sentito l’esigenza di semplificare i concetti, animato dalla convinzione che la matematica non è una materia per soli iniziati.

Ha collaborato a incontri e progetti di divulgazione scientifica con il centro PRISTEM dell’Università Bocconi, con l’INFN e per il festival del Pi-Greco Day a Pescara. Con il suo progetto social Un quarto d’ora con il prof insegna la matematica della felicità a migliaia di follower giovani e meno giovani.
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A nonno Rocco

e al perché ne sarebbe stato felice





Introduzione




Insegno da qualche tempo in un polo liceale, ho esperienze precedenti in istituti tecnici e nelle scuole professionali. Malgrado abbia ancora tanto da imparare sui segreti del mio mestiere, posso comunque affermare di aver insegnato in tanti contesti e con diversi indirizzi di studio e questo, per un docente di matematica, rappresenta un grande vantaggio. La nostra categoria deve scontare un “peccato originale”: dobbiamo far capire agli studenti che la matematica non è un mostro che di notte si nasconde sotto il letto.

Certo, ci sono ragazze e ragazzi che la amano e si divertono a scomporre polinomi o a risolvere un problema di geometria, io sono sempre stato come loro. Solitamente però, la matematica non vince medaglie per il concorso di materia più bella dell’anno, e chi la insegna si trova spesso a fare i conti con gli atteggiamenti ostili degli studenti, e anche di alcuni adulti, in contesti informali. Come docenti, spesso dobbiamo inventarci qualcosa per avvicinare i nostri ragazzi, gli adulti di domani, alla matematica, presente in ambiti che alle volte nemmeno immaginiamo. O forse è più corretto dire che dobbiamo mostrare la matematica in più versioni, che non restino confinate all’astratto.

Per questo motivo, mi sono ritrovato a parlare di rapporti e proporzioni in cucina e di cibo pitagorico in classi dell’alberghiero; di grafici di funzioni come modelli per l’economia e di psicometria – lo studio della misura applicato in psicologia – in classi del liceo delle scienze umane e dell’economico sociale; a fare “passeggiate matematiche” durante i viaggi d’istruzione (le mitiche gite), suggerendo dei libri di testo sul tema. Agli appassionati di materie umanistiche ho citato versi di Dante densi di storia della matematica e di applicazioni che troviamo nei programmi a scuola, a quelli del pensiero speculativo derivate studiate nei Manoscritti matematici di Marx; in qualche esperienza nelle scuole medie ho svolto giochi con la geometria e con l’aritmetica. Per lo stesso motivo ricorro alla fisica, che insegno a scuola, per parlare di tante commistioni con la matematica.

Due convinzioni mi accompagnano nel mio mestiere:


	la matematica può e deve essere per tutti;

	esiste una matematica della felicità, caratterizzata da un linguaggio che può essere comprensibile e studiato rispetto alle sue evoluzioni nel tempo e a partire da una serie di contenuti che evidenziano le applicazioni trasversali della matematica in altri ambiti e discipline. Una matematica comprensibile, accessibile e che possiamo padroneggiare e applicare, appunto, con felicità.



Questo volume rappresenta uno sguardo complessivo sulla matematica, sulle sue avversità e su come conoscerne l’aspetto autentico.

Personalmente, ho imparato ad apprezzarla ai tempi delle medie, studiandola ed esultando ogni volta che trovavo la soluzione di un problema di geometria.

Ero felice, come lo sono ora da insegnante.

La matematica è ovunque intorno a noi, come provo a dimostrare in classe o a spiegare in contenuti divulgativi, aperti a tutti. La ritroviamo in tanti aspetti del quotidiano, anche dove non ce l’aspettiamo. La ritroviamo nella fisica, nella descrizione del suono e nella natura ma anche in tanti riferimenti visibili, per esempio, nell’arte, in letteratura e in ambito turistico.

Tuttavia, è innegabile che gli ostacoli in matematica vengano percepiti e possano condurre a un distacco della materia, in generale. Perché accade? Probabilmente per il processo di astrazione che fa parte della disciplina, affascinante per chi la studia ma che talvolta crea distanze con chi prova ad apprenderla, cercando di interpretare un linguaggio non sempre chiaro e di cogliere collegamenti diretti nella realtà, alle volte sfuggenti quando si resta intrappolati nel formalismo e nel mondo delle idee. E a quel punto, complice una scorretta impressione di essere “per natura” incapace di capirla, qualcuno può convincersi o pensare che non serva o che non valga la pena studiarla.

Ho sempre puntato a divulgare e a insegnare la matematica partendo da un principio: la semplificazione. Trovo vantaggioso “scardinare” la matematica nella fase di condivisione, spiegandola in modo da chiarire il più possibile il linguaggio che la caratterizza, i contenuti che tratta e i loro collegamenti. Talvolta un approccio simile mi porta a non essere sempre rigoroso nell’esposizione tecnica, almeno in prima battuta, ma mi consente di adattarmi ai contesti per agevolare la comprensione della materia, non sempre scontata. Perché la matematica, come altre discipline, può mostrare alcune insidie. Nella mia esperienza tengo conto anche della condivisione di contenuti di matematica sui social, grazie a cui ho provato a comprendere maggiormente quali fossero applicazioni e problematiche più utili da approfondire per superare le difficoltà, cercando un approccio più agile con giovani e meno giovani. Credo fermamente che la matematica abbia un linguaggio articolato che vada appreso e applicato progressivamente, come si fa studiando una lingua straniera. Naturalmente, ritengo che esistano soluzioni che possano indurre a un superamento delle difficoltà e che ci permettano di accedere alla matematica della felicità: un terreno più facile per chi desidera comprenderla, una comfort zone per chi la studia e una maggiore consapevolezza delle sue applicazioni e del suo significato per chi ha voglia di comprenderla, magari dopo averla abbandonata da tempo, fino in fondo nelle sue verità.

Racconterò qui le mie opinioni, talvolta con l’aiuto di dettagli tecnici e storici. Spero che i miei punti di vista possano essere uno spunto per aprire discussioni in altre sedi. Mi piace ascoltare e cogliere differenti prospettive delle situazioni, come faccio spesso acquisendo conoscenze dal rapporto con tanti colleghi straordinari.

Questo libro è per chi torna ad accostarsi alla matematica dopo gli studi ma anche per un confronto con i colleghi docenti e per appassionati, che possono cimentarsi con approfondimenti, curiosità e riferimenti tecnici che ho provato a circoscrivere, evitando alcune dimostrazioni e sviluppi eccessivamente rigorosi.





PRIMA PARTE

Non posso fare a meno di te





A cosa serve la matematica?




Ogni volta che ascolto la frase: «La matematica non serve nella vita reale» mi accorgo di un grande paradosso: com’è possibile che possa essere ritenuta inutile una disciplina che probabilmente ha più applicazioni rispetto alle tante altre che studiamo a scuola?

D’accordo, c’è chi lo dice d’impulso, esagerando. Capita a persone che non hanno provato ad aggiornarsi in alcun modo o a studenti in crisi nel loro rapporto con la disciplina. Altri magari si limitano ad affermare che la matematica non viene tanto usata nel quotidiano, per la serie “io scrivo racconti sui social, non mi servono i numeri”. Dimenticandosi che per questa attività utilizzano uno smartphone con un touch capacitivo, che sfrutta leggi (o relazioni formali) che descrivono la variazione di alcune grandezze fisiche percepite da dispositivi, chiamati condensatori, che permettono di identificare la posizione del tocco sullo schermo rispetto a opportune coordinate.

Leggi fisiche, applicazioni nell’ambito dell’ingegneria e dell’architettura, le scienze, l’informatica e tanto altro seguono evoluzioni che non possono prescindere dalla matematica. Anche se non ce ne occupiamo personalmente e lo fa qualcun altro per noi. Usiamo la matematica, direttamente o indirettamente, tutti i giorni.

L’obiettivo principale di questa sezione è cercare spunti, chiarimenti e riflessioni sulla matematica partendo dalle sue applicazioni, dall’ambito tecnico all’arte, alla musica, alla letteratura, al cibo e agli itinerari tra storia e monumenti, cercando di comprendere gli ostacoli che non ci permettono di capirla in pieno, complice un linguaggio che ho provato a ricostruire sul piano dell’evoluzione storica.





Odi et amo

Matematica e fisica




Lo spazio da dedicare al legame tra matematica e fisica è potenzialmente immenso, considerando che ogni legge fisica esprime una relazione, descrivibile in termini matematici, tra grandezze misurabili che caratterizzano un determinato fenomeno. Facciamo un esempio: la legge


S = v . t



può descrivere il movimento di un corpo in un modello ideale (in generale, un modello ideale permette di descrivere con la matematica le relazioni tra le grandezze fisiche di un fenomeno, talvolta associate a enti astratti della geometria utili per descrivere l’evoluzione del fenomeno stesso). In tale modello, esso viene considerato come punto materiale, immaginando il corpo “compresso” in un punto dotato della sua massa, in moto a velocità costante su un percorso rettilineo. In termini tecnici, stiamo considerando un’equazione di un moto rettilineo uniforme, rappresentata da una relazione tra grandezze fisiche del fenomeno, con cui viene espresso lo spazio S, percorso in un certo istante t da un corpo che parte da fermo all’istante fissato t = 0 s, in moto con velocità costante v. Tale velocità dipende dal caso specifico considerato: se il moto del corpo, per esempio, ha velocità costante pari a 10 metri al secondo, l’equazione può essere scritta come segue:


S = (10 m/s) . t



Inoltre, l’interpretazione del corpo come punto materiale ci permette di considerare i punti che occupa durante lo spostamento, che costituiscono la sua traiettoria, che in questo caso giace su una retta geometrica, in questo caso una retta geometrica, visto che il moto è rettilineo, fornendoci un ulteriore strumento matematico – oltre all’equazione – grazie a cui approssimare e descrivere un fenomeno reale.

Quanta matematica avete già intravisto in questa breve introduzione? E non finisce qua. Nello stesso esempio, lo spazio percorso equivale al risultato di una moltiplicazione tra il valore della velocità e l’istante a cui è associato tale spazio. La relazione ci permette di stabilire quanto spazio viene percorso dal corpo in un dato istante, sostituendo a t il valore di tale istante. Per esempio, per calcolare quanto spazio viene percorso dopo 3 secondi dall’inizio del moto, sostituiamo tale valore alla variabile t:


S = (10 m/s) . 3 s = 30 m



Avete notato che abbiamo “tolto” i secondi, nelle unità di misura, utilizzando la semplificazione in croce, valida per le frazioni? Inoltre, avete osservato che il risultato è una grandezza in metri, corrispondente a uno spazio percorso? L’equazione del moto può anche essere utilizzata per ricavare il tempo in funzione dello spazio, deducendo una relazione che a scuola riconosciamo con il nome di formula inversa, per cui:


S = v . t ⇒ t = S / v



(Se il valore dello spazio è dato dalla velocità moltiplicata per il tempo, allora il valore del tempo è dato dallo spazio diviso per la velocità). Le dimostrazioni possibili per attestare la validità della formula trovata sono diverse, ma per il momento trascureremo questo e altri dettagli tecnici per dare spazio a diverse considerazioni sulla matematica nella fisica, con un taglio prettamente descrittivo.

Oltre a un’equazione e a un modello geometrico per la traiettoria, possiamo associare al moto un grafico spazio-tempo su un piano cartesiano, in cui ogni punto del grafico ha una coordinata, sull’asse orizzontale, che definisce un particolare istante, mentre l’altra coordinata, sull’asse verticale, rappresenta lo spazio percorso fino a quell’istante. Nel caso analizzato osserveremmo il grafico di una semiretta.

Possiamo caratterizzare il moto descritto non solo associando alla sua equazione un grafico spazio-tempo, ma anche utilizzando contenuti più avanzati. Nel moto considerato o in altri casi possiamo ricavare il valore della velocità, rispetto al tempo, con il calcolo della derivata prima. In effetti, le derivate possono essere utilizzate, in matematica, per ricavare, in opportune relazioni, informazioni sulla variazione di una grandezza rispetto all’altra a cui è legata. Per esempio, la derivata dello spazio rispetto al tempo è un indice della variazione dello spazio percorso da un corpo rispetto al tempo, che fisicamente equivale alla sua velocità. Per ragioni analoghe, possiamo considerare l’accelerazione del corpo come la derivata della velocità rispetto al tempo. In generale, le derivate possono intervenire nelle leggi in cui una grandezza è espressa come una funzione rispetto al tempo, quando risultano verificate quelle che in matematica chiamiamo condizioni di derivabilità. Le ritroviamo in cinematica per lo studio dei moti, ma anche nei fenomeni elettrici in modelli in cui la quantità di carica elettrica che attraversa la sezione di un conduttore viene espressa in funzione del tempo: la derivata della carica rispetto al tempo, ossia la variazione della carica che attraversa la sezione di un conduttore nel tempo, equivale fisicamente all’intensità di corrente elettrica.

La matematica insomma è nelle leggi fisiche che riguardano forze, corpi rigidi, conservazione e trasformazione dell’energia, termodinamica, elettricità e magnetismo, onde meccaniche ed elettromagnetiche, relatività e studi più recenti. Gli esami di matematica, nei programmi dei corsi di laurea di fisica e di ingegneria, non sono una semplice opzione, ma un’importante necessità. Tuttavia, il rapporto tra matematici, fisici e ingegneri non di rado è “frizzante” e condito di battute pungenti. (In una scena di The Big Bang Theory, l’ingegnere aerospaziale Howard Wolowitz dice al fisico Sheldon Cooper che gli ingegneri sono intelligenti come i fisici e quello gli risponde: «Rimangiati quello che hai detto!».) D’altra parte, l’approccio di chi studia fisica è solitamente stimolato dal legame con la sfera del concreto, mentre un matematico “gioca” con l’astratto. Tale “diversità” si traduce nelle differenze presenti negli strumenti di indagine. Vediamole nel dettaglio.

In matematica, a trainare lo studio dei contenuti è il metodo deduttivo, con cui è possibile ricavare una certa proprietà a partire da altre proprietà già note, seguendo regole specifiche. Inoltre, nello studio di un argomento passiamo dal caso generale ai casi particolari. Per esempio, risolvendo esercizi particolari in cui applichiamo proprietà valide, appunto, in generale. Considerando l’equazione del moto vista in precedenza, sapere di poter descrivere il modello di moto rettilineo uniforme attraverso un’equazione garantisce la possibilità di utilizzare kit di proprietà valide per le equazioni e per le uguaglianze. La validità generale di proprietà e relazioni, in matematica, garantisce il loro utilizzo senza possibilità di errore, motivo per cui ne ritroviamo così tanta applicazione nelle scienze.

La fisica che incontriamo alle superiori ci permette di imbatterci nel metodo induttivo, per passare dal caso particolare a quello generale, data la traccia empirica della sua ricerca, connessa all’osservazione e ai fenomeni reali. Scopriamo tra i libri di scuola la costruzione di una legge fisica con le fasi del metodo scientifico, partendo dall’osservazione e dalla rilevazione di possibili relazioni tra quantità misurabili di un fenomeno – nel caso del moto considerato, le grandezze misurabili sono spazio, tempo e velocità e la relazione è quella espressa con l’equazione proposta –, constatate e sperimentate in più casi, con cura dei possibili errori di misura nella raccolta e nell’analisi dei dati. Una volta verificata con opportune condizioni, la legge può essere accettata e definisce una relazione valida, che porta con sé tutte le proprietà garantite e studiate in matematica.

Matematica e fisica hanno indubbiamente tratti differenti, ma tendono a ritrovarsi molto spesso. Tornando all’esempio precedente, percepiamo il moto di un corpo come “concreto”, ma per la sua descrizione utilizziamo concetti astratti: esiste nella realtà un punto materiale, ossia un corpo con una certa massa “schiacciato” in un punto geometrico? Esiste un moto con una traiettoria perfettamente rettilinea? Un corpo può mantenere nel tempo una velocità costante senza variazioni, per quanto minime? L’approssimazione è forse la giusta chiave per descrivere il rapporto tra matematica e fisica. Entrambe hanno bisogno di assomigliarsi per provare a migliorarsi, reciprocamente.





Ipercubi, infinito e prospettiva

Matematica e arte




Se la presenza della matematica nella fisica è questione piuttosto nota, meno evidente è invece il suo legame con l’arte: in matematica studiamo concetti come l’infinito, gli spazi a più dimensioni, i numeri immaginari e geometrie in cui possono non esistere rette parallele. Tutti aspetti affascinanti che, nel caso di questa disciplina, vengono supportati da una teoria valida e da applicazioni reali. Ma aspetti simili della matematica sono presenti in opere d’arte e in raffigurazioni che esaltano l’approccio tecnico, talvolta utile come supporto per descrivere visioni legate, per esempio, alla prospettiva e ai suoi legami con la geometria proiettiva (nota con questo nome a partire dal XIX secolo) e con i punti all’infinito, che definiscono i possibili orizzonti. La ricerca sulla prospettiva ha incontrato, in Europa, applicazioni dirette della matematica tra il XIV e il XV secolo a partire da Filippo Brunelleschi e da una serie di artisti accomunati dalla necessità di suggerire la tridimensionalità attraverso un’immagine bidimensionale, da raffigurare. La ricerca sulla prospettiva è legata a matematici come i francesi Pascal e Desargues a cui dobbiamo, tra il XVI e il XVII secolo, contenuti significativi sulla geometria proiettiva. Tra i nuclei principali dell’indagine della geometria proiettiva abbiamo, quindi, questioni di prospettiva, con l’analisi delle proiezioni di una scena che differiscono dalle sezioni percepite, appunto, da prospettive diverse. Da tali proiezioni possiamo ricavare i punti all’infinito, come il punto che possiamo percepire, per esempio, nell’intersezione tra due binari che vediamo in una certa prospettiva.

[image: Figura 1]

Figura 1

L’insieme di punti all’infinito definisce, invece, una retta all’infinito, a sua volta intersezione tra due piani paralleli, visti in una certa prospettiva. In altre parole, sul piano teorico la geometria proiettiva prevede una concezione ampliata del piano e dello spazio classico, identificando l’intersezione tra due rette parallele – come i binari – in un punto all’infinito e di due piani paralleli in una retta all’infinito. Inoltre, più di due rette parallele tra loro si intersecano nel piano proiettivo in uno stesso punto all’infinito, come più piani paralleli tra loro si intersecano nella stessa retta all’infinito, un po’ come capita quando osserviamo le pareti che fiancheggiano un lungo corridoio che stiamo percorrendo: facce piane che, se prolungate, si incontrerebbero, dal nostro punto di vista, in un segmento di retta all’infinito

L’arte si lega ad alcuni contenuti specifici della matematica. Partiamo dalla quarta dimensione. Domanda: come è fatto un oggetto in quattro dimensioni? In realtà, siamo in grado di percepire soltanto le tre dimensioni spaziali, senza andare oltre. Tuttavia, possiamo “giocare” con altre dimensioni. Mi spiego meglio: concepiamo oggetti a due dimensioni, come le superfici piane, ma anche oggetti a una dimensione come un segmento di retta e oggetti a dimensione zero, come un punto. Inoltre, possiamo collegare oggetti descritti con dimensioni diverse attraverso proiezioni o scomposizioni. Vi propongo un’esperienza che, probabilmente, avete già fatto da piccoli, inconsapevolmente. Immaginate di “tagliare” le facce di un cubo, come quelle di una scatola di cartone, in modo da ottenere una croce.

[image: Figura 2]

Figura 2

In questo modo, abbiamo ottenuto una proiezione di un oggetto a tre dimensioni, il cubo, nelle due dimensioni. Alla luce di tale osservazione, non potremmo pensare di proiettare, con un procedimento analogo, un oggetto a quattro dimensioni nelle tre dimensioni? Così, pur non potendo visualizzare l’oggetto di partenza, potremmo osservare la sua proiezione. In effetti, è ciò che accade quando consideriamo le proiezioni di una forma chiamata ipercubo in quattro dimensioni o tesseratto, una figura in 4D analoga al cubo nelle tre dimensioni e al quadrato nelle due dimensioni. Nella prossima immagine potete vedere la sua proiezione in 3D, nel senso già descritto.

[image: Figura 3]

Figura 3

Osserviamo che, analogamente al cubo 3D scomposto nelle sei facce quadrate in 2D, l’ipercubo 4D mostra otto “facce” tridimensionali definite da cubi in 3D.

Lo sviluppo dell’ipercubo ha ispirato Salvador Dalí, che studiò la quarta dimensione guidato dal professore di geometria Thomas Banchoff della Brown University. Nell’opera Corpus Hypercubus (1954), è raffigurata una crocifissione in cui l’elemento della croce è rappresentato dallo sviluppo in 3D di un ipercubo a 4D.

Gli spazi a più dimensioni hanno ispirato approfondimenti trasversali, tra cui un libro molto interessante, anche per i non addetti ai lavori, chiamato Flatlandia, scritto dal pedagogista britannico Edwin A. Abbott verso la fine dell’Ottocento. Il testo propone la storia di un quadrato che vive in un piano e indaga, dal suo punto di vista, la percezione del suo mondo e di altri universi con dimensioni differenti.

Le 4D richiamano lo studio dei politopi, figure regolari a più dimensioni molto care al matematico canadese Harold Scott MacDonald (“Donald”) Coxeter, geometra classico del secolo scorso, e di conseguenza all’artista a lui legato che ha dedicato svariati riferimenti alla matematica: Maurits Cornelis Escher. L’artista olandese, vissuto tra il XIX e il XX secolo, è autore di una serie di litografie e di opere che testimoniano il suo rapporto con la matematica e concetti “stravaganti”, come testimonia una sua affermazione:


Anche se non ho avuto un’istruzione o conoscenze in scienze esatte, mi sento spesso più vicino ai matematici che ai miei colleghi artisti.



Escher trattò diversi temi della matematica, dedicando molto spazio a prospettive e a oggetti “impossibili”1. Concentriamoci su un’opera in particolare, in cui vengono sviluppati temi come l’infinito e geometrie particolari che l’artista affrontò, insieme ad altri contenuti di matematica, grazie alla conoscenza con Coxeter e alla fitta corrispondenza che ebbe con lui. Escher si occupò del problema della tassellatura del piano, che prevedeva la ricerca di figure “regolari” da incastrare opportunamente per coprire completamente una superficie. Da una lettera di Coxeter, amante di modelli geometrici e di simmetrie, emerse una rappresentazione grafica del modello matematico noto come disco di Poincaré, che ricalcò ottenendo uno spunto sul problema della tassellatura.

[image: Figura 4 (Fonte: Wikimedia)]

Figura 4 (Fonte: Wikimedia)

In questa figura viene utilizzato un modello di geometria iperbolica, in cui valgono regole particolari. Senza entrare in dettagli formali, osserviamo che la caratteristica principale, seguita da tutti i modelli di geometria iperbolica, consiste in una proprietà: Data una retta e un punto esterno a essa, possono esistere più rette passanti per quel punto e parallele alla retta data. Questa affermazione stride con le proprietà della geometria classica per cui, considerando in un piano una retta e un punto non appartenente alla retta stessa, esiste un’unica retta passante per quel punto e parallela alla retta di partenza. La geometria iperbolica, come tutte le geometrie non euclidee, nega questa proprietà incontrando comunque applicazioni concrete. Una conseguenza sul piano visivo, presentata dai modelli di geometria iperbolica, è nelle figure geometriche, che possono assumere forme diverse da quelle tradizionali, grazie a cui possiamo visualizzare le proprietà di tali geometrie, come quella già descritta e non solo.

Proveremo a farci un’idea, tralasciando alcuni tecnicismi. Possiamo concepire, per esempio, un triangolo iperbolico, con una procedura concettuale: disegniamo su un pezzo di carta un triangolo equilatero e immaginiamo di poterlo piegare, idealmente, in modo da seguire la forma della superficie di un iperboloide a una falda. Possiamo immaginare la forma dell’iperboloide simile al collo di un decanter o di un “quartino”, in cui la sezione del contenitore tende prima a restringersi e poi ad allargarsi. Immaginiamo anche che il pezzo di carta, applicato alla superficie esterna, sia in grado di aderire perfettamente alla forma considerata, adattando le sue linee rispetto alle curvature che incontra. Nella figura, consideriamo solo la parte dell’iperboloide interessata dal foglietto di carta.

[image: Figura 5]

Figura 5

I lati del triangolo si curvano, come succede nel modello del disco di Poincaré usato da Coxeter. In quest’ultimo, però, i triangoli iperbolici possono essere rappresentati in un piano “racchiuso” in un cerchio con proprietà particolari, per cui, per esempio, la sua circonferenza va intesa come limite irraggiungibile: allontanandosi dal centro e avvicinandosi progressivamente, nelle varie direzioni, al bordo, inteso come orizzonte, triangoli e figure appaiono con dimensioni sempre più piccole.

In geometria euclidea, si dicono congruenti due figure con la stessa forma e le stesse dimensioni. In effetti, i triangoli iperbolici, nel modello di Poincaré e in generale, sono congruenti anche se hanno dimensioni diverse, purché i loro angoli interni siano a due a due congruenti tra loro. In pratica, due triangoli che in geometria euclidea reputiamo simili, con la stessa forma ma con perimetri differenti, nella geometria iperbolica risultano congruenti. Escher intuì la possibilità di poter tassellare un piano con una base di triangoli iperbolici congruenti tra loro, sostituiti da elementi stilizzati, come nell’opera Limite del cerchio 1, in cui sfruttò il medesimo principio per tassellare il cerchio con repliche di pesci e altri oggetti stilizzati, che appaiono sempre più “piccoli” allontanandosi verso il bordo. L’ispirazione, come per altre versioni dell’opera, resta lo schizzo ricalcato da Escher sulle rappresentazioni di Coxeter di cui abbiamo visto una rielaborazione nella Figura 4. Lo stesso matematico controllò l’aderenza delle rappresentazioni grafiche con le proprietà della geometria iperbolica e del modello di Poincaré. Le connessioni tra matematica e arte, in generale, permettono di descrivere relazioni talvolta intuitive ma, come abbiamo osservato, anche approfondimenti su argomenti avanzati. In generale abbiamo approfondito tratti sorprendenti della matematica della felicità, che trova non solo nella fisica, ma anche nella musica e nell’arte una sua collocazione comprensibile.





1. Per un approfondimento consiglio: Bruno D’Amore, Arte e matematica (vedi Bibliografia e sitografia).







Sezione aurea, Fibonacci e frattali

La matematica della natura




Anche in natura possiamo osservare forme legate a particolari numeri, riferimenti, rapporti e proporzioni che ricorrono in diversi elementi, con una certa insistenza ed esprimibili con formule matematiche. Un esempio è nella successione dei numeri di Fibonacci, che prendono il nome dal matematico pisano Leonardo Fibonacci, vissuto tra il XII e il XIII secolo. La successione è definita da una serie di numeri interi che possiamo costruire come segue:


	scegliamo come primo termine della successione 1;

	scegliamo come secondo termine ancora 1;

	i termini successivi si ottengono dalla somma dei due termini precedenti, per cui il terzo termine, per esempio, sarà pari a 1+1 = 2.



La successione è quindi definita dai termini 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13…La sequenza pare collegata allo studio che Fibonacci dedicò a un problema sulla riproduzione dei conigli, partendo da una coppia e da due condizioni:


	compiuto il secondo mese di vita, ogni coppia partorisce un’altra coppia;

	trascorso il secondo mese, ogni coppia partorisce un’altra coppia una volta al mese.



I numeri di Fibonacci definiscono, in questo modo, il numero di coppie della popolazione che possiamo contare ogni mese: per il primo e per il secondo mese una sola coppia, quella iniziale (i numeri 1,1 della successione), mentre nel terzo mese ce ne saranno due, considerando che sarà stata partorita un’altra coppia (quindi il terzo numero della successione 2), per il quarto mese avremo tre coppie, osservando che la coppia inziale avrà partorito un’altra coppia mentre l’altra, per partorire, dovrà aspettare un altro mese (il quarto numero della successione è proprio 3) e così via.

Ritroviamo i numeri di Fibonacci in altri ambiti della natura. Per esempio: se osserviamo la parte centrale di un fiore di girasole, possiamo vedere che i pistilli seguono una forma a spirale, e che un gruppo è orientato in senso orario, l’altro in senso antiorario. Solitamente, contando separatamente le spirali dei due gruppi, otteniamo due numeri consecutivi della successione di Fibonacci.

A proposito di spirali, ce n’è una interessante che ritroviamo in alcune forme in natura ed è legata ai numeri di Fibonacci e a un altro argomento tipico del legame tra matematica e natura: la sezione aurea.

La sezione aurea è un valore, che possiamo definire geometricamente, legato a rapporti armoniosi che ritroviamo in natura. Tale valore viene espresso con il simbolo φ.

Piccola digressione: questo simbolo deriva dalla lettera dell’alfabeto greco φ, translitterata phi e pronunciata fi, ed è un tributo a Fidia, architetto e scultore dell’antica Grecia del V secolo a.C., nei cui lavori ritroviamo diversi riferimenti alla sezione aurea.

Possiamo costruire la sezione aurea considerando un segmento di lunghezza unitaria, per poi dividerlo in due parti, x e 1-x, in modo che valga la seguente proporzione:


1: x = x : (1-x)



Il valore è definito dal rapporto:
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Risolvendo la proporzione possiamo ricavare il valore di x. Osserviamo innanzitutto che, nelle proporzioni, il prodotto dei medi è pari al prodotto degli estremi, che ci porta a formulare x2 = 1-x, e quindi a osservare che:


x2 = 1 - x ⇒ x2 + x - 1 = 0



Risolvendo l’equazione ottenuta, con le opportune formule, ricaviamo due soluzioni, una negativa e l’altra positiva. In particolare:
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Visto che x è la misura di un segmento, possiamo accettare solo quella positiva, che è quella abbinata al segno “+”, che porta a un valore di φ pari a un numero decimale, con infinite cifre dopo la virgola senza periodicità. Il valore può essere approssimato come φ = 1,618. Osserviamo che tale valore si ottiene anche dal rapporto 1/x, uguale nella proporzione iniziale a quello utilizzato per ricavare φ.

Avremmo potuto ricavare il valore della sezione aurea anche partendo da un segmento iniziale di misura generica e impostando la proporzione con termini diversi, ma ho preferito questa impostazione per lasciare ai lettori curiosi la possibilità di calcolare φ utilizzando le relazioni proposte.

Domanda: che legame c’è tra la sezione aurea e i numeri della successione di Fibonacci? Uno, significativo, riguarda la definizione di rettangolo aureo, ossia un rettangolo costruito in modo che il rapporto tra le sue dimensioni sia pari a φ. Parliamo di un rettangolo che ha all’incirca questa forma:

[image: Figura 6]

Figura 6

Un esempio di forma che approssima il rettangolo aureo è nella pianta rettangolare e in altri riferimenti del Partenone, progettato da Fidia. Ritroviamo approssimazioni di questa forma anche nelle tessere dei documenti e nelle carte da gioco: combinazione fortunata o tale forma, magari, risalta all’occhio per un’armonia intrinseca?

Il rettangolo aureo ha proprietà sorprendenti, collegate ad altri elementi naturali e alla successione di Fibonacci grazie alla costruzione di una curva, chiamata spirale logaritmica. Possiamo costruire o approssimare un tratto della spirale con due approcci, il primo dei quali richiede, in partenza, un rettangolo aureo, come quello della Figura 6, che, per rendere “comode” operazioni successive, possiamo supporre di base pari a 1. Al suo interno, costruiamo un quadrato di lato pari al suo lato di lunghezza minore.

[image: Figura 7]

Figura 7

I rettangoli aurei, scomposti in tal modo, godono di una proprietà: il rettangolo di partenza è diviso in un quadrato e in un ulteriore rettangolo, a sua volta ancora aureo. Infatti, se consideriamo la base del rettangolo pari a 1 e l’altezza pari a x, il loro rapporto è per ipotesi pari a φ. Nel secondo rettangolo ottenuto, l’altezza è ancora pari a x, ma la base risulta pari a 1-x. Visto che il rapporto x/(1-x) è, per la proporzione considerata all’inizio, pari a 1/x che in questo caso è pari a φ, il secondo rettangolo deve essere aureo. Questa considerazione ci permette, quindi, di reiterare il procedimento e suddividere il rettangolo, ottenuto con la prima suddivisione, ulteriormente in un quadrato e in un rettangolo aureo.

[image: Figura 8]

Figura 8

Ci ritroviamo con un’ulteriore scomposizione per cui il rettangolo di partenza è suddiviso complessivamente in tre figure: due quadrati e un ulteriore rettangolo aureo.

Possiamo suddividere quest’ultimo ancora in un quadrato e in un altro rettangolo aureo, con la stessa procedura. Insomma, possiamo innescare un meccanismo che ci permette di scomporre continuamente i rettangoli ottenuti attuando la medesima procedura.

[image: Figure 9, 10 e 11]

Figure 9, 10 e 11

La successione di quadrati ottenuti progressivamente ci permette di costruire la spirale, attraverso opportuni archi di circonferenza, con centro fissato in un vertice di ogni quadrato e raggio pari al lato.

Partiamo dal primo caso.

[image: Figura 12]

Figura 12

Utilizzando la seconda scomposizione, puntiamo il compasso in modo da costruire un altro arco di circonferenza, nel secondo quadrato ottenuto, in modo che risulti agganciato all’arco precedente.

[image: Figura 13]

Figura 13

Reiterando il procedimento, otteniamo altri archi per la nostra spirale.

[image: Figure 14, 15 e 16]

Figure 14, 15 e 16

La spirale, che avremmo potuto definire graficamente con altri archi, descrive forme particolari come la distribuzione dei petali nelle rose, le forme delle galassie a spirale come la Via Lattea e il guscio di un mollusco detto Nautilus.

Questa curva mostra collegamenti diretti tra il rettangolo aureo e i numeri di Fibonacci.

Descriviamoli procedendo a una costruzione diversa, che fornirà un’approssimazione impostata non dall’esterno, ma dall’interno. In pratica, al posto di costruire la spirale partendo dagli strati più esterni, partiremo dalla sua origine interna, utilizzando quadrati con lati a cui assoceremo lati di misura pari ai numeri della sequenza di Fibonacci.

Partiamo da due quadrati di lato pari ai primi due numeri.

[image: Figura 17]

Figura 17

Complessivamente otteniamo un rettangolo con due tra i quattro lati pari a 1 + 1 = 2, il terzo numero della successione di Fibonacci. Costruiamo, a partire da uno di questi lati, un quadrato di lato 2.

[image: Figura 18]

Figura 18

Anche in questo caso, visualizziamo complessivamente un rettangolo in cui due tra i quattro lati sono pari alla somma dei due numeri usati in precedenza 1 + 2 = 3.

Reiteriamo il procedimento, costruendo un quadrato di lato 3.

[image: Figura 19]

Figura 19

Possiamo aggiungere più quadrati con lati di misura pari a numeri di Fibonacci, ottenuti progressivamente. Costruiamo la figura fino al quadrato di lato pari a 13.

[image: Figura 20]

Figura 20

Grazie ai vari quadrati, possiamo costruire una spirale partendo dai primi due quadrati interni, di area minore, costruendo archi di circonferenza con una procedura analoga al caso precedente. Per l’ultima composizione proposta, otteniamo quanto illustrato nella figura qui sotto.

[image: Figura 21]

Figura 21

Domanda: la spirale ottenuta è un’approssimazione che differisce dalla prima spirale proposta? Ragioniamoci su: nella prima spirale siamo partiti da un rettangolo aureo, creando all’interno dei rettangoli aurei sempre meno estesi. Nel secondo caso, all’interno partiamo invece da due quadrati. Quindi, a primo impatto, le due approssimazioni appaiono differenti. Inoltre, il rettangolo di partenza nel primo caso è aureo, quindi il rapporto tra base e altezza è pari a φ. Che tipo di rettangolo abbiamo ottenuto, invece, nella seconda costruzione? Proviamo a calcolare, in questo caso, il rapporto tra base e altezza:


13 : 8 = 1,625



Osserviamo che tale valore, per quanto non sia pari alla sezione aurea, è comunque vicino alla stima pari a 1,618. Il rettangolo non è aureo, ma lo è “quasi”. D’altra parte, aggiungendo altri quadrati al rettangolo considerati con la procedura seguita prima, otterremo per le dimensioni coppie di valori rappresentate da due numeri consecutivi della successione di Fibonacci. Calcoliamo il rapporto tra un numero e il precedente in più casi:


21 : 13 = 1,615…

34 : 21 = 1,619…

55 : 34 = 1,617…

89 : 55 = 1,618…

144 : 89 = 1,617…

233 : 144 = 1,618…



Potremmo dimostrare che andando avanti all’infinito, il rapporto tra un numero della sequenza di Fibonacci e il precedente tende a φ. Formalmente, possiamo scrivere tale risultato come segue:
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L’espressione formale proposta definisce il valore limite che possiamo calcolare per il rapporto tra un numero di Fibonacci e il precedente.

La notazione scelta può risultare più chiara, ai non addetti ai lavori, osservando che possiamo numerare i termini della successione chiamandoli rispettivamente a1, a2, a3, a4, a5, con il pedice che definisce la posizione nella sequenza. Se indichiamo con n un generico numero intero positivo, n+1 risulta essere il successivo.

Quindi, il rapporto:
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è definito tra un elemento generico della successione di Fibonacci e il suo precedente.

Il limite proposto permette di calcolare il valore a cui tende tale rapporto per “n che tende a più infinito”, ossia per valori dei pedici sempre più grandi;

Nella seconda costruzione possiamo approssimare progressivamente l’impostazione della spirale alla prima aumentando il numero di quadrati, quindi costruendo complessivamente dei rettangoli sempre “più aurei”. Ritroviamo la successione dei numeri di Fibonacci e la spirale logaritmica anche in fotografia, per la definizione di rapporti precisi da seguire per renderla più armoniosa, come possiamo vedere nella figura qui sotto.

[image: Figura 22]

Figura 22

Sequenza di Fibonacci e sezione aurea trovano buona compagnia, per la descrizione di forme e armonia in natura, nei frattali. Parliamo di forme particolari, che tendono a ripetersi nelle loro parti, i cui modelli matematici possiedono proprietà non così intuitive, come l’essere caratterizzati da dimensioni frazionarie e il poter sconfinare nel campo dei numeri complessi. Numeri che a scuola ritroviamo, per esempio, quando risolviamo un’equazione di secondo grado che non ha, appunto, soluzioni reali a causa di radici quadrate di quantità negative.Concentriamoci, però, sull’aspetto descrittivo, cercando innanzitutto di capire come è fatto un frattale. Partiamo da un esempio del cavolo. Non scherzo: il cavolo, romanesco, ha le proprietà di un frattale: le sue protuberanze conservano la forma complessiva dell’ortaggio. Inoltre, tali protuberanze, ingrandite, risultano costituite da elementi che replicano la loro stessa forma, garantendo continuità alla ripetizione della forma in generale.

[image: Figura 23 (Fonte: Wikimedia)]

Figura 23 (Fonte: Wikimedia)

Possiamo trovare forme con le caratteristiche dei frattali, in natura, nella felce e nei contorni delle coste o del perimetro di un lago. Può capitare, in effetti, di scorgere nei contorni costieri, osservati dall’alto, forme che tendono a ripetersi scendendo progressivamente di quota, nella descrizione di dettagli che diventano sempre più nitidi rispetto all’osservazione iniziale.

Immaginare una dimensione decimale, che si insinua tra quelle intere a cui siano abituati, come accennavo in precedenza, non è semplice. Tuttavia, osserviamo che, da un punto di vista tecnico, che in questa sede tralasceremo, seguendo un approccio più intuitivo i frattali sfuggono a una loro definizione dimensionale, tendendo a ripetere la loro forma nei dettagli. Questa caratteristica viene descritta da modelli matematici che sono ideali, con cui possiamo descrivere l’effetto della ripetizione, nello zoom di loro parti, all’infinito. Quindi, a livello ideale, i frattali tendono a modificarsi continuamente, apparendo inafferrabili, non definibili con dimensioni intere. In questa circostanza, può essere “immaginata” la loro dimensione decimale.

Tra i modelli più noti abbiamo il triangolo di Sierpiński e il fiocco di Koch.

[image: Figure 24 e 25 (Fonte: Wikimedia)]

Figure 24 e 25 (Fonte: Wikimedia)

Partendo dalle forme illustrate, osserviamo una sorta di istantanea del frattale, con la sua immagine globale ripetuta in alcune sue parti (nel caso del triangolo) o con la forma del contorno delle sei sezioni globali (nel caso del fiocco) ripetuta più volte, in scala, nei loro dettagli.

Ma per comprendere le loro proprietà descritte, possiamo immaginare che, avvicinandoci a ogni sottoelemento, osserveremmo una ripetizione dell’immagine globale. Insomma, un’idea più accurata di tali frattali è legata a una visualizzazione dinamica, che varia “zoomando” i dettagli.

Un contributo fondamentale per la descrizione dei frattali si lega agli studi, nel secolo scorso, del matematico franco-polacco Benoît Mandelbrot, a cui si deve, tra i contributi alla geometria frattale, un modello chiamato appunto frattale di Mandelbrot.

[image: Figura 26 (Fonte: Wikimedia)]

Figura 26 (Fonte: Wikimedia)

I frattali, che risultano probabilmente più sfuggenti a livello astratto, in generale, rispetto a sezione aurea e Fibonacci, permettono di descrivere aspetti della natura con un apparato tecnico che tiene conto di contenuti di matematica a primo impatto non compresi in termini di utilità, come i numeri complessi.

Perché dovremmo, in effetti, studiare numeri non reali? D’altra parte, la matematica della felicità è molto applicativa e colleziona anche associazioni stravaganti, che spiegano il perché di tanti studi in astratto legando, quindi, il calcolo dei limiti, le proporzioni, i numeri complessi e concetti apparentemente bizzarri come le dimensioni decimali, a processi che, come abbiamo osservato, ritroviamo in natura.





Onde, serie e proporzioni

Matematica e musica




Lo studio della musica è stato centrale per la matematica in diversi periodi storici. Riferimenti antichi fanno risalire a Pitagora studi sulle vibrazioni di una corda.

Sembra che il filosofo e matematico, ascoltando il suono prodotto da una corda vibrante, fissata ai suoi estremi, pizzicata prima tenendola ferma nel suo punto medio, poi lasciandola libera, si fosse accorto che tra il primo e il secondo intercorresse un’ottava, che Pitagora studiò come intervallo musicale fondamentale, lavorando a rapporti tra lunghezze delle corde che portavano a consonanze e a dissonanze.

A scuola, invece, incontriamo il suono con lo studio delle onde meccaniche, una disciplina abbinata a leggi matematiche e a grafici in grado di descrivere le caratteristiche dei suoni, anche rispetto alle loro differenze.

Le onde meccaniche sono perturbazioni di un mezzo materiale, grazie a cui viene trasportata energia senza uno spostamento netto di materia. Un’onda sonora può essere emessa dalla vibrazione nell’aria che viene “pizzicata” dalle nostre corde vocali, come capita quando parliamo o cantiamo: le molecole d’aria, perturbate, possono oscillare e urtare altre molecole, generando una zona di rarefazione e una di compressione (Fig. 27).

[image: Figura 27]

Figura 27

Le molecole del primo gruppo si comportano come piccole molle che, dopo aver “sfregato” e sollecitato altre molecole, tornano nella loro posizione di equilibrio.

Il secondo gruppo di molecole, per effetto della compressione, tende a sua volta a oscillare incontrando altre molecole, prima di rientrare nella sua posizione di equilibrio. Il processo si ripete più volte, al punto da produrre una sequenza di zone di rarefazione e compressione capaci di generare il suono, che raggiunge le nostre orecchie grazie alla sollecitazione dei nostri timpani.

[image: Figura 28]

Figura 28

Il suono si propaga anche in altri mezzi, ma non può farlo nel vuoto: comunichiamo con i nostri vicini o ascoltiamo un concerto grazie alla presenza dell’atmosfera terrestre.

A un’onda sonora possiamo associare, tramite una legge o una funzione matematica, un grafico, da cui dedurre informazioni importanti sul tipo di caratteristica che può avere.

[image: Figura 29]

Figura 29

Come nel caso dell’equazione del moto osservato in precedenza, il grafico è legato a una precisa relazione. Ogni punto del grafico associa a una posizione nello spazio – che otteniamo proiettando il punto sull’asse orizzontale, dove ritroviamo le posizioni definite da punti a una certa distanza dalla sorgente sonora disposte in forma crescente da sinistra verso destra – il valore della pressione dovuta alla perturbazione, che otteniamo invece proiettando lo stesso punto sull’asse verticale, che raccoglie i valori delle pressioni in forma crescente, dal basso verso l’alto. Insomma, ogni punto del grafico associa a una posizione il valore della pressione del mezzo, a quella distanza, in cui si propaga il suono. Quindi, nelle creste del grafico, ossia nei suoi punti più alti, ritroviamo le zone di compressione, o di maggiore pressione, mentre nelle valli, in basso, ritroviamo le zone di rarefazione, o di minore pressione, con posizioni segnalate sull’asse orizzontale.

Potremmo definire delle relazioni anche per l’evoluzione dei valori delle pressioni rispetto al tempo, ottenendo una forma del grafico analoga a quella visibile nell’immagine. Possiamo ritrovare grafici di questo tipo, per esempio, associati al suono di una specifica nota.

Quindi, per confrontare più suoni o più note dalle caratteristiche differenti, analizziamo più grafici.

[image: Figure 30, 31 e 32]

Figure 30, 31 e 32

Dalle loro forme, deduciamo quanto segue:


	il suono rappresentato nella Figura 30 è quello con intensità maggiore, riconoscibile da un’ampiezza più estesa dei valori della pressione, che fisicamente rappresenta volumi più alti;

	il suono rappresentato nella Figura 31 è il più acuto, caratteristica fisica che dipende da una grandezza chiamata frequenza, definita dal numero di oscillazioni al secondo, che equivalgono agli Hertz (Hz) con cui può essere misurata;

	il suono rappresentato nella Figura 32 è meno intenso e più grave, ossia meno acuto, rispetto agli altri due.



I grafici proposti si riferiscono a suoni puri, riconoscibili dalla regolarità della loro forma, tipica di funzioni periodiche goniometriche come seno e coseno, che definiscono i modelli per descrivere le onde sonore e per costruire le rappresentazioni grafiche. Suoni con questi grafici, definiti da onde armoniche, vengono associati a note emesse attraverso uno strumento chiamato diapason.

I suoni emessi dalla nostra voce o da uno strumento musicale, invece, sono più complessi e associati a grafici differenti. Vediamone un paio.

[image: Figure 33 e 34]

Figure 33 e 34

Questi grafici sono ottenuti dalla sovrapposizione di più suoni puri, che portano a definire forme differenti e meno regolari rispetto a quelle viste in precedenza. Tuttavia, due grafici come quelli raffigurati hanno forme diverse, ma sono caratterizzati comunque da onde periodiche, quindi con la stessa frequenza, Osservando che la frequenza definisce l’altezza di un suono, possiamo ritrovare per una specifica nota più grafici: la loro differente forma definisce il diverso timbro che connota i due suoni, caratteristica che ci permette di distinguere, per esempio, la stessa nota emessa da due strumenti musicali differenti. D’altra parte, i suoni che solitamente percepiamo sono complessi e si possono considerare, usando la matematica, come sovrapposizione di più suoni puri. La descrizione dei suoni complessi è associata alla serie di Fourier, matematico e fisico che nel XIX secolo, nel suo trattato Théorie analytique de la chaleur, mostrò che ogni funzione periodica, come quella che descrive i suoni complessi, può essere scritta analiticamente, ossia “in formule”, come la somma di più funzioni armoniche. In particolare:


	un suono complesso può essere interpretato come la sovrapposizione di più suoni puri, uno principale definito dalla nota fondamentale, altri chiamati armonici, che arricchiscono il suono di varie sfumature. Gli armonici abbinati a una nota fondamentale possono risultare differenti rispetto allo strumento da cui viene emesso il suono, inoltre, gli armonici hanno una frequenza che risulta pari a un multiplo della frequenza della fondamentale;

	graficamente, la nota emessa da uno strumento musicale mostra la frequenza della sua nota fondamentale che definisce la periodicità visibile sul piano grafico, ma con forme differenti, dovute alla sovrapposizione di particolari armonici, per cui il grafico complessivo ci permette di associare a ogni punto dell’asse orizzontale i valori, abbinati all’asse verticale, della somma dei valori relativi a ciascun armonico coinvolto. Il risultato, descrivibile con opportune regole legate alle funzioni goniometriche, lascia inalterata la periodicità della fondamentale, portando alla costruzione di una forma del grafico più irregolare rispetto a quella dei suoni puri. Tali forme sono associate a timbri differenti.



Ci sarebbe tanto da approfondire sul suono, da accorgimenti tecnici dovuti ad attriti e oscillazioni smorzate fino alle caratteristiche dei suoni complessi; del fenomeno chiamato “risonanza”, dei battimenti e studio di scale e ottave che risale già ai tempi di Pitagora. Vi lascio, anche in questo caso, un riferimento per possibili approfondimenti generali sul rapporto tra musica e matematica.1

Chiudiamo la sezione sulle onde sonore parlando di un’unità di misura che utilizziamo abitualmente: i decibel.

Premessa: non tutte le perturbazioni descritte da onde sonore sono percepibili dalle nostre orecchie: percepiamo solitamente come suoni le frequenze comprese tra i 20 Hz e i 20.000 Hz. I suoni con frequenza minore della soglia minima vengono chiamati infrasuoni, mentre i suoni che superano la soglia dell’udibile sono detti ultrasuoni. Tali frequenze sono percepibili, per esempio, nel regno animale da particolari specie che le utilizzano per comunicare o per orientarsi.

Associamo solitamente i decibel al volume del suono, ma a essere precisi caratterizzano la misura del livello di intensità sonora (L) che dipende comunque dalla grandezza che associamo al volume, l’intensità sonora. Questa legge si presenta così:


L = 10 log (l/l0)



E qui entrano in gioco i logaritmi, che tra le altre cose sono uno strumento utile per semplificare i calcoli con numeri molto grandi.

Nella legge, il protagonista è il logaritmo in base 10, che si indica come log, di una certa espressione. In generale, il logaritmo dipende da una base – solitamente inserita come pedice nella scritta log, sottintesa nel caso della base 10 – e da un argomento.

Il logaritmo in una certa base di un particolare argomento definisce un valore che, inserito come esponente alla base, genera un’espressione pari all’argomento stesso. Per esempio, il log2 8 è pari a 3, in quanto questo è il valore che, inserito come esponente per la base 2, fornisce come risultato l’argomento 8, ovvero 23.

Tralasciando alcuni aspetti formali dei logaritmi e aggiungendo che, nei casi che analizzeremo, lavoreremo con logaritmi ben definiti (in generale, un logaritmo può essere calcolato con opportune condizioni sulla base e sull’argomento) nella legge sul livello dell’intensità sonora osserviamo il logaritmo in base 10 di un valore definito dal rapporto tra una specifica intensità sonora l e l’intensità l0, associata alla misura della minima intensità percepibile dal nostro udito, pari a 10-12W/m2. Tale misura è definita da un’unità indice di una potenza (Watt) distribuita su una certa superficie (metro quadro).

Il livello di intensità sonora è una grandezza “comoda” da utilizzare, grazie all’adozione di una scala logaritmica. Infatti, come dicevo, grazie ai logaritmi è possibili ridurre valori “grandi” con espressioni più gestibili. Per esempio, il log 100.000 = 5, poiché il logaritmo in base 10 di 100.000, per definizione, è quel valore che messo come esponente alla base 10, fornisce come risultato l’argomento del logaritmo, pari a 100.000.

Quindi, osservando che:


105 = 100.000



il logaritmo in base 10 permette di associare a un argomento, espresso come potenza in base 10, il suo esponente.

Per esempio:


log107 = 7



proprio perché il logaritmo in base 10 di 107 è quel valore che, inserito come esponente alla base 10, fornisce come risultato 107. Tale esponente è 7.

Il livello di intensità sonora permette di utilizzare le proprietà dei logaritmi armonizzando le misure delle intensità sonore. Complessivamente, considerando la legge complessiva che tiene conto di altri termini, possiamo, per esempio, confrontare le misure di intensità sonora e livello di intensità sonora nella tabella qui sotto.



	
	Intensità sonora
(W/m2)
	Livello di intensità sonora
(db)



	Soglia dell’udibile
	10-12
	0



	Bisbiglio
	10-11
	10



	Conversazione classica
	10-10
	20



	Concerto Rock
	1,0
	120



	Soglia del dolore
	10
	130




Osserviamo che le seconde forniscono valori più gestibili, compresi tra 0 decibel e 130 decibel, rispetto alle potenze che definiscono le prime.

Attenzione però: passare da un livello all’altro di una scala logaritmica consente di avere delle misure più comode, ma l’aumento del valore delle grandezze di riferimento varia in forma più “ampia” tra un livello e il successivo: le scale logaritmiche permettono di esprimere valori “gestibili” proprio perché restringono il campo della scala iniziale, quindi tra un livello e l’altro possono esserci percezioni sensibili “nette”.

Le scale logaritmiche non sono un’esclusiva del suono: le utilizziamo, per esempio, per il calcolo della magnitudo di un terremoto con la scala Richter.

Insomma, grafici, scale e numeri risultano immersi nel mondo della musica. Siate onesti: chi avrebbe scommesso – tra i non addetti ai lavori – su funzioni goniometriche e logaritmi per il capitolo “musica” della matematica della felicità?





1. Eli Maor, La musica dai numeri (vedi Bibliografia e sitografia).







Dante e il rifugio nella geometria

Matematica e letteratura




La matematica – e la fisica – compaiono in ambiti che potrebbero sembrare inaspettati, come la letteratura. Ho in mente, per esempio, la Divina Commedia, in cui Dante propone diversi riferimenti alla matematica.

La circostanza può davvero sorprendere, e non perché la matematica non possa essere descritta in opere letterarie: Dante inserisce contenuti di matematica che tra il XIII e il XIV secolo non erano ancora così diffusi, per ragioni di natura storica, rispetto al livello raggiunto da popoli come Greci, Indiani e Arabi. Eppure lo fa, e con riferimenti accurati di un sapere che era in fase di ricostruzione o comunque non del tutto noto, per lo meno in molti dettagli.1

Analizzeremo due passi che ritengo significativi da diversi punti di vista. Si trovano nell’ultima cantica dell’opera, quando, nel Paradiso, Dante incontra l’incarnazione divina. Il suo stupore è tale da non riuscire a esprimere ciò che osserva.

Per descrivere tale impossibilità, Dante usa la matematica, esprimendosi come segue.


Qual è il geomètra che tutto s’affige

per misurar lo cerchio, e non ritrova,

pensando, quel principio ond’elli indige,

tal era io a quella vista nova;

veder volea come si convenne

l’imago al cerchio e come vi s’indova;

Paradiso XXXIII, 133-138



L’attività del «geomètra», impegnato per «misurar lo cerchio» è un riferimento al problema della quadratura del cerchio. Uno dei problemi già noti nell’antica Grecia, che propone di costruire, con riga e compasso, un quadrato o un rettangolo di perimetro pari a una circonferenza data o di area pari a un cerchio dato: «l’imago al cerchio e come vi s’indova». L’impossibilità di risolvere in generale tale problema fu dimostrata da Lindemann nel 1882, ma era praticamente accettata dai Greci che ritenevano non risolvibili anche i problemi della duplicazione del cubo e della trisezione di un angolo piano, dimostrate in epoche più recenti. Osserviamo il particolare della costruzione con riga e compasso, molto cara ai Greci, senza il quale possiamo, invece, risolvere il problema, applicando formule opportune di geometria euclidea: una circonferenza di raggio, per esempio, pari a 6 cm, ha misura pari al raggio moltiplicato per 2π, quindi 12π cm. Possiamo trovare un quadrato con perimetro di tale misura osservando che, per definizione, ha quattro lati congruenti tra loro, quindi basta considerare ogni lato come la quarta parte della circonferenza, ossia 12π cm : 4 = 3π cm, per ottenere un quadrato di misura pari alla circonferenza. Tuttavia, se dovessimo provare a costruire un quadrato, con riga e compasso, di misura pari a una circonferenza data, il problema risulterebbe impossibile.

Dante paragona l’impossibilità di esprimersi di fronte alla «vista nova» scegliendo una metafora sofisticata nel campo della matematica.

In altri passi dell’opera ci sono riferimenti alle progressioni geometriche, a problemi e proprietà con triangoli rettangoli e circonferenze, rapporti e proporzioni, divisibilità tra interi e anche proprietà dei raggi solari, forze e spostamenti.

Altri passi significativi, per la matematica della felicità in letteratura, riguardano il numero di angeli che Dante “conta” nel Paradiso.


Lo incendio suo seguiva ogne scintilla

ed eran tante, che ’l numero loro

più che ’l doppiar delli scacchi s’inmilla

Paradiso XXVIII, 91-93



Cosa c’entrano gli angeli con il fuoco? Dante paragona il numero di angeli alle scintille di un incendio, per evidenziare che si tratta di un “grande” numero. Il dettaglio che conferma tale ipotesi è nel «doppiar delli scacchi»: Dante propone un riferimento a una leggenda orientale, legata alla nascita del gioco degli scacchi attribuita a Sissa Nassir, che regalò la sua invenzione a un re persiano. Il sovrano, colpito dal dono ricevuto, secondo la leggenda avrebbe chiesto al suo inventore come poterlo ricompensare. La risposta di Nassir sembrò modesta: chicchi di riso, distribuiti nelle 64 caselle della scacchiera in modo da disporne uno nella prima, due, quindi il doppio – il «doppiar delli scacchi»– nella seconda, quattro nella terza e così via. In matematica, una successione simile definisce una progressione geometrica, per cui ogni termine si ottiene moltiplicando il precedente per un numero fisso, in questo caso pari a 2. Attenzione: con questo sistema, per esempio, dovremmo disporre nella decima casella 512 chicchi, 524.288 nella ventunesima e 536 milioni circa nella trentunesima. E con una formula particolare, utile a calcolare la somma di tutti i termini della successione legati alla scacchiera, è possibile dimostrare che il totale dei chicchi è pari a circa 18 miliardi di miliardi. Sentendosi insultato, il sovrano avrebbe fatto tagliare la testa a Nassir. D’altra parte, un numero simile di chicchi ci porterebbe a poter distribuire 3,5 chicchi per ogni centimetro quadrato della superficie terrestre.

Ma gli angeli? Secondo Dante, erano talmente tanti «che ’l numero loro più che ’l doppiar delli scacchi s’inmilla», quindi il loro numero non raddoppierebbe a ogni step, come i chicchi di grano, ma si otterrebbe addirittura moltiplicando ogni volta per 1000.

Questi versi non solo confermano la presenza della matematica nella Divina Commedia, ma sottolineano la possibilità che Dante potesse conoscere i numeri indo-arabi, senza i quali sarebbe complesso gestire certi numeri.

La matematica della felicità, con Dante, propone spunti intrisi di tecnica ma anche di storia della matematica, che in generale è un supporto importante – come vedremo ampiamente – per poter apprezzare ancora di più la matematica.





1. Per un approfondimento più ampio sui contenuti proposti nella sezione, e non solo, vi rimando ad altre opere interessanti su Dante e la matematica: Bruno D’Amore, «La cultura matematica di Dante» e «Spigolature (minime) dantesche su temi matematici» (vedi Bibiografia e sitografia).







Laboratori di matematica

Nell’orto, in cucina… e girovagando




Accarezzare la matematica, applicandola a giochi e a laboratori, agevola una comprensione più efficace delle sue proprietà e della padronanza delle relazioni tra i contenuti trattati. A tal proposito, nel tempo libero o ai fini della didattica, suggerisco giochi per piccoli e adulti soprattutto nell’ambito di aritmetica e geometria, basi di tutto lo studio della matematica e spesso chiavi necessarie per ritrovarsi dopo essersi smarriti.

Questo capitolo è ispirato a un progetto a cui ho partecipato, con un gruppo di amici, a Orsara di Puglia, in provincia di Foggia, nella tenuta dello chef Peppe Zullo.

Le zucche “non euclidee”

Tradizionalmente, la sera del primo novembre, a Orsara vengono intagliate zucche per la ricorrenza dei Fucacoste e cocce priatorje, che prevede l’accensione di fuochi con ginestre e l’esposizione di zucche alle finestre delle abitazioni e nei luoghi aperti, in onore dei defunti.

Quindi, perché non approfittarne per dedicarsi alle zucche “non euclidee”? Il riferimento matematico è alle già citate geometrie non euclidee, che permettono di analizzare modelli di superfici in cui rette, segmenti e figure geometriche possono curvarsi sulle superfici su cui vengono rappresentate. Abbiamo già visto, a proposito di Escher, il modello di geometria iperbolica legato al disco di Poincaré. Possiamo introdurre in maniera analoga anche la geometria della sfera, come modello di geometria ellittica doppia. In tale sistema, possiamo immaginare un piano “curvato” su una superficie sferica, per cui una figura come un triangolo, in un piano, diventa un triangolo sferico.

[image: Figura 35]

Figura 35

Possiamo dimostrare che, in un triangolo sferico, valgono proprietà particolari. Per esempio, la somma degli angoli interni è maggiore di 180°, mentre nei triangoli iperbolici, la somma degli angoli interni di un triangolo è inferiore a 180°. Lo si può vedere prendendo un’arancia che, in buona approssimazione, definisce un modello sferico. Utilizzando un confronto con la Terra, che per comodità immagineremo sferica, l’arancia può essere divisa in otto triangoli sferici congruenti da un equatore e due meridiani, scelti in modo che ai poli formino quattro angoli sferici congruenti. Ma come misuriamo un angolo sferico? Usando una squadra, possiamo misurare, fissandola opportunamente in uno dei due poli, quattro angoli retti tangenti alla superficie esterna dell’arancia, gli stessi che troviamo fissando la squadra nelle intersezioni dei meridiani nell’equatore. Gli otto triangoli sferici, seguendo questa metrica, risultano trirettangoli.

Per quanto sia difficile da percepire, le applicazioni della geometria della sfera sono presenti, per esempio, nel campo della nautica. D’altra parte, le forme dei modelli delle geometrie non euclidee fornirono spunti e riferimenti per lo studio della curvatura dello spazio-tempo, descritta nella relatività generale di Einstein.

Ma torniamo alle zucche: quelle preferite dagli orsaresi per aderenza alla tradizione sono lunghe e con superfici ideali per triangoli iperbolici. Le zucche classiche, invece, tendono a descrivere una forma più vicina alla sfera, su cui è possibile intagliare poligoni sferici.
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Figura 36

In figura – in forma un po’ approssimativa –, ci sono due schizzi: a sinistra una zucca iperbolica, con due triangoli iperbolici per gli occhi, mentre naso e bocca sono rappresentati da quadrilateri. Sulla destra, invece, c’è una zucca sferica, con occhi e naso a forma di triangolo sferico e bocca definita da una figura chiamata bilatero. Il riferimento è a una figura chiusa con due lati, che possiamo ottenere curvando idealmente, su una superficie sferica, un piano contenente due rette parallele che, nel modello della sfera, si incontrano in due punti antipodali, assumendo (riprendendo il riferimento alla “sfera” terrestre) la forma di due meridiani terrestri che si incontrano nei due poli geografici. In questo modo, otteniamo due bilateri, entrambi con due vertici nei poli, ciascuno dei quali utile per intagliare il sorriso della nostra zucca sferica.

Una zucca non euclidea, che ho realizzato nella tenuta dello chef, è mostrata in un video del mio canale YouTube.1 In particolare, nel video intaglio una zucca utilizzando proprietà della geometria sferica, con figure come triangoli e quadrilateri sferici: una sorta di laboratorio matematico, grazie a cui spiego i dettagli del modello, in compagnia dello chef che sfrutta, invece, una zucca con altri prodotti dell’orto per spiegare e preparare una ricetta. Un’esperienza di questo tipo può essere utile, in ambito didattico, in chiave interdisciplinare e per prendere confidenza con le proprietà di questa geometria, funzionali per evidenziare la tendenza della matematica di occuparsi anche di temi forse poco intuitivi, ma rilevanti sul piano teorico e in contesti applicativi. In fondo, la matematica della felicità è anche questo: esplorazione dei suoi contenuti, per quanto stravaganti possano sembrare in apparenza.

Ricette matematicamente sostenibili: il cibo pitagorico

La matematica, insieme alla fisica, propone diverse applicazioni nel mondo della cucina, studiate anche a scuola: dal tema che riguarda rapporti, proporzioni e percentuali nell’ambito dell’elaborazione di una ricetta, fino a forze e grandezze relative a strumenti di misure e proprietà dei fluidi come i cambiamenti di stato, l’ebollizione e la densità.

In questa sede, preferisco aggiungere un possibile collegamento tra la matematica e il cibo con riferimenti a storia della matematica. Rispetto al tema del cibo, esistono alcune curiosità riguardanti la scuola pitagorica i cui membri, a cui si devono, a partire dal VI secolo. a.C., diversi studi di geometria, aritmetica, teoria dei numeri, musica e astronomia, seguivano regole precise. Mi riferisco qui all’adozione di un regime alimentare basato sulla cucina vegetariana. Le notizie sulla scuola di Pitagora sono circondate da dubbi e incertezze, per ragioni di natura storica. Tuttavia, un trattato risalente al XVIII secolo del cuoco Vincenzo Corrado confermerebbe che il “vitto pitagorico” si fonda effettivamente su una cucina che prevede l’utilizzo di erbe, radici, fiori, frutta e prodotti della terra.2

Ne abbiamo parlato ancora con lo chef Peppe Zullo in un altro contenuto del mio canale YouTube.3 Il video è ambientato nella cucina dello chef che prepara una parmigiana con un’erba spontanea, la borragine. La ricetta mostra riferimenti al trattato di Vincenzo Corrado. Nel video, spiego le ragioni storiche che legano Pitagora alla dieta vegetariana: le fonti, come accennato, sono incerte, ma a quanto pare Pitagora viaggiò parecchio, tra punti strategici dell’antica Ionia e tra Egitto e Babilonia, studiando la matematica nelle diverse culture dei popoli ed entrando in contatto con temi legati alla trasmigrazione dell’anima. Motivo che potrebbe aver condizionato la scelta del vegetarianesimo e della cucina vegetariana.

La matematica della felicità non si ferma qui: se da un lato possiamo quindi parlare della matematica a tavola con degli amici, perché non farlo durante una gita?

Passeggiate matematiche

La Puglia è, in effetti, anche meta possibile per un’esperienza di matematica della felicità nell’ambito del turismo: le passeggiate matematiche. Possiamo estrarre alcuni esempi dal testo Itinerari matematici in Puglia4. Il tema degli itinerari matematici riguarda la possibilità di riscontrare i riferimenti di matematica in elementi naturali o architettonici che permettono di descrivere veri e propri approfondimenti di matematica.

In Puglia, ritroviamo collegamenti significativi, per esempio, in Castel del Monte, nel comune di Andria. Sito UNESCO, Castel del Monte permette di raccontare il legame tra Federico II con una nostra vecchia conoscenza: Leonardo Fibonacci.

Sembra che la costruzione della fortezza possa aver tenuto conto dei numeri della successione di Fibonacci, che ritroviamo in alcuni riferimenti:


	1 trifora;

	1 cortile;

	2 leoni all’ingresso;

	3 scale a chiocciola;

	5 camini;

	8 torri e la pianta ottagonale;

	13 monofore al secondo piano;

	21 modiglioni per il portale;

	34 quadrifogli ornamentali;

	55 lati, escluso quello del portone principale.



Spunti interessanti? E ce ne sono tanti altri, da cui partire per parlare di “mateturismo”. Per esempio, nello stesso testo ci sono riferimenti ai trulli di Alberobello, le cui estremità superiori, a forma di cono, richiamano le coniche, ossia forme che possiamo ottenere intersecando i coni con dei piani, ottenendo curve come circonferenze ed ellissi.

Ci sono altri testi dedicati alle passeggiate matematiche e ai riferimenti che possiamo trovare in ambienti, piazze e riferimenti architettonici con spunti matematici, legati per esempio alla Basilicata,5 tra cui dettagli di geometria iperbolica, nelle vedute di Craco, in provincia di Matera, e nei triangoli sferici che ritroviamo nella cupola della chiesa della Madonna del Carmine – quattro triangoli sferici, ciascuno con tre angoli interni retti – e nel simbolo dei Cavalieri di Malta nella cupola della Chiesa Madre di San Giovanni a Grassano, sempre in provincia di Matera. Alla matematica è stato anche dedicato un museo in Toscana, il Giardino di Archimede, al momento chiuso e in fase di riorganizzazione, da quanto si apprende dalle pagine ufficiali, che ha ospitato per anni mostre, laboratori ed esperienze con un linguaggio “museale”. D’altra parte, è possibile scoprire particolari passeggiate matematiche in alcune delle principali città italiane, ispirandosi ai contenuti di altre letture.6 Per esempio:


	a Firenze, le geometrie del Rinascimento;

	a Bologna, il racconto dei duelli sotto il Portico dei Servi sulla formula risolutiva per le equazioni di terzo grado e la meridiana di Cassini per la misura del tempo, conservata nella basilica di San Petronio;

	a Pisa, i riferimenti ai numeri di Fibonacci negli intarsi della chiesa di San Nicola e le simmetrie della Torre di Pisa;

	a Venezia, le spirali, che ritroviamo in più elementi, tra cui le spirali archimedee, che caratterizzano i modiglioni di Santa Maria della Salute;

	a Napoli, la possibile geometria della griglia stradale e dell’orientamento del centro antico potrebbe riportare a un decagono regolare, di lato pari alla distanza tra due delle più antiche strade della città, il decumano superiore e il decumano inferiore. Il poligono risulta centrato in piazza San Gaetano. Dai vertici del decagono possiamo far partire una serie di diagonali che portano a individuare due pentagoni e due stelle a cinque punte, figure legate in rapporti e proporzioni delle loro parti alla sezione aurea. Sembra che da tali riferimenti si possano dedurre le posizioni dei cardini e le chiese principali della città.







1. «Zucche e geometrie non euclidee - Geometria della sfera tra intaglio, cucina e tradizioni», https://youtu.be/cYkOP_qtRK8




2. Vincenzo Corrado, Il cuoco galante (vedi Bibiografia e sitografia).




3. «Pitagora e il cibo pitagorico - Tra storia della matematica ed erbe spontanee», https://youtu.be/LnEFvClXjW0




4. Sandra Lucente, Itinerari matematici in Puglia (vedi Bibiografia e sitografia).




5. Sandra Lucente, Itinerari matematici in Basilicata (vedi Bibiografia e sitografia).




6. Silvia Benvenuti, Dodici passeggiate alla scoperta della curiosità matematiche della Toscana e In viaggio con i numeri (vedi Bibiografia e sitografia).







Perché non ci accorgiamo della matematica?




Possiamo osservare che la matematica della felicità si concretizza spesso in discipline e sfere del sapere nell’ambito delle quali è in grado di fornire spiegazioni, supporto e piacevoli correlazioni. La matematica della felicità offre collegamenti e applicazioni anche nella ricerca operativa e nei modelli delle funzioni economiche studiate con la matematica finanziaria, in campo sanitario, nell’intelligenza artificiale, nell’informatica, nell’ingegneria, nell’architettura, nella fotografia, nella filosofia e nelle scienze in generale. Molti corsi di laurea prevedono, per tali ragioni, esami di matematica nel loro percorso di studi. Io stesso parlo spesso di correlazioni tra la matematica e altre discipline sui social, come tanti divulgatori che seguo, suggerendo anche libri o film sulla matematica.

C’è un punto, però, che rimane in sospeso: perché non percepiamo immediatamente, in generale, le applicazioni della matematica nella realtà? Io stesso, alle volte, quando mi viene posta la fatidica domanda «A cosa serve la matematica?» temporeggio qualche istante, prima di dare una risposta. Il fatto è che la matematica, spesso, non ha applicazioni così immediatamente dirette nella realtà come altre discipline e quindi la risposta va ponderata.

Provo a farmi capire con un esempio: in fisica, è possibile descrivere in linea di massima fenomeni in maniera diretta, trascurando l’approccio formale. Lo abbiamo già visto in parte con argomenti affrontati in precedenza, in cui però ho inserito alcuni riferimenti formali, anche se non approfonditi completamente, per sottolineare il loro legame con la matematica. Tuttavia, ci sono spiegazioni che possono incuriosire l’ascoltatore che può trovare, in forma pressocché immediata, l’applicazione pratica degli argomenti proposti, senza necessariamente mostrare calcoli e formule.

Possiamo, per esempio, spiegare perché il cielo, all’alba e al tramonto, tende a emanare luce nelle tonalità del rosso, del giallo dell’arancione, riferendoci a una circostanza che riguarda la natura ondulatoria della luce. La luce bianca che riceviamo dal Sole, quando incontra la nostra atmosfera, può infatti “scomporsi” nei vari colori che osserviamo, per esempio, nelle tonalità dell’arcobaleno. Le onde associate al rosso, al giallo e all’arancione sono “più lunghe” di quelle legate al colore blu, che tendono invece a scontrarsi più facilmente con gli elementi che compongono la nostra atmosfera. In pratica, le onde luminose possono incontrare un “ostacolo” nei componenti dell’atmosfera, venendo “rimbalzate” in più direzioni per effetto della diffusione, un po’ come capita a un’onda marina quando si scompone in frangenti. In particolare, onde della tonalità del blu e del viola, con una lunghezza d’onda (la distanza tra due creste dell’onda) minore, tendono a essere diffuse maggiormente rispetto alle tonalità del rosso, del giallo e dell’arancione che riescono a “scavalcare” più facilmente gli ostacoli, incontrandone comunque sulla loro strada, risultando diffuse, ma in forma minore rispetto ad altre tonalità. Percepiamo il cielo sereno nelle tonalità di azzurro perché i nostri occhi sono meno sensibili al viola. Ma all’alba e al tramonto i raggi luminosi sono, nel complesso, più radenti alla superficie terrestre, per cui attraversano un maggiore strato di atmosfera. Quindi, in tali circostanze, i raggi che ci permettono di percepire il cielo azzurro vengono diffusi prima della fine del percorso, mentre le onde “lunghe” delle tonalità del rosso, del giallo e dell’arancione, resistono e arrivano ai nostri occhi, regalandoci all’orizzonte, “nei pressi del Sole” spunti romantici e sfondi piacevoli.

Nell’esempio mostrato sono riuscito a parlarvi di un fenomeno fisico – piuttosto articolato – senza fare riferimento alle leggi e a tante grandezze fisiche che lo caratterizzano. Non ho avuto bisogno di parlarvi, per esempio, di tutti i fenomeni connessi all’interazione della luce con l’atmosfera, dell’equazione di un’onda, delle relazioni tra lunghezza d’onda, ampiezza e frequenza di un’onda, di indici di rifrazione, di ottica geometrica e di tutta una serie di leggi, di dispersione della luce bianca attraverso un prisma di vetro o di equazioni di Maxwell, onde elettromagnetiche e velocità della luce. Tutti temi utili e alla base di una spiegazione più tecnica del fenomeno in fisica, che naturalmente non si “limita” a descrizioni generali nel suo ambito di ricerca. Ma a livello qualitativo, riusciamo in più casi a percepire “a cosa serve”, senza fare troppi conti.

Ora però riavvolgiamo il nastro e torniamo alla matematica: cosa potremmo rispondere a chi ci chiede a cosa serve la matematica, per esempio, in economia o nella statistica applicata in ambito medico? In questo caso dovrei parlare di modelli, che si rifanno a loro volta a leggi e grafici. Per comprendere alcuni grafici, però, potrebbero servire riferimenti allo studio di funzioni. Ma per studiare una funzione bisogna lavorare con equazioni, disequazioni, sistemi, limiti, derivate e nell’ambito della misura anche con gli integrali. In sintesi, spesso la matematica non ha applicazioni dirette o immediate. Inoltre, possibili spiegazioni di carattere generale comunque coinvolgono, almeno in parte, riferimenti di natura tecnica.

Potremmo risolvere, in parte, la questione ammettendo, nelle nostre risposte sulle applicazioni della matematica, contenuti più tecnici, ma questo può rappresentare un problema. Se parliamo, per esempio, di equazione di una retta tangente a un grafico di una funzione, con l’intento di richiamare le derivate per esprimere applicazioni diverse, come nell’opera dell’artista Escher Convesso e concavo, dobbiamo fare i conti con la possibilità di avere di fronte a noi qualcuno che ha studiato le derivate anni fa, che magari le ha anche capite ma che non le usa da un po’ e che potrebbe, quindi, averle in parte dimenticate. In matematica, la consuetudine e l’esercizio sono fondamentali affinché la chiarezza dei concetti resista dentro di noi.

Per fortuna, questo aspetto è parzialmente arginabile: possiamo parlare di applicazioni della matematica anche provando a “circoscrivere” un argomento, come ho fatto più volte in questo libro. Certo, però, l’argomento va trattato in modo da non sconfinare in troppe applicazioni di natura tecnica. Talvolta è un lavoro da equilibristi, perché trattare argomenti di matematica richiede quasi sempre la conoscenza di contenuti pregressi e propedeutici rispetto ad altri, ma a mio parere si può quanto meno accennare, nel mezzo di una conversazione o di una conferenza di natura divulgativa, ad aspetti tecnici della matematica anche con chi non la tratta da un po’ di tempo, cercando di circoscrivere l’argomento ed edulcorandolo con riferimenti di natura storica, approccio che contribuisce a costruire la matematica della felicità, come vedremo meglio in seguito.

Proviamo a ricapitolare:


	esiste una matematica della felicità che può descrivere vari aspetti del sapere e della realtà che ci circonda;

	rispondere alla domanda «A cosa serve la matematica?» è possibile, anche se può non essere semplice, perché difficilmente si possono evitare riferimenti di natura tecnica non scontati per chi non li tratta da un po’ o non li ha capiti in pieno, che possiamo però inserire in una discussione, con molta attenzione.



Sembra un ragionamento semplice, a tratti scontato, eppure la distanza, nel mondo della scuola e tra la gente comune, con il mondo della matematica, in generale, è tangibile. Qual è allora il tasto dolente che porta comunque tante persone a smarrirsi e a non riuscire o a non voler percepire la matematica della felicità?

Per capirlo in pieno dobbiamo avvicinarci alle difficoltà presenti nell’apprendimento della matematica. Abbiamo bisogno di entrare nella sua natura e in quegli aspetti da cui possono dipendere ostacoli e paure per comprenderla in pieno. A questo punto della storia, quindi, faremo qualche riferimento più specifico alla scuola e alla didattica.





SECONDA PARTE

Capiamoci





Do you speak matematichese?




La matematica è costituita da contenuti “non isolati”: esiste un impianto di base, articolato in un intreccio di catene deduttive, per cui la validità di una certa affermazione può dipendere dalla validità di altre affermazioni. In termini tecnici, parliamo del metodo deduttivo che permette di dimostrare la validità di una certa proprietà a partire da altre proprietà valide. Ma c’è di più. La concatenazione tra i contenuti della matematica è fatta anche di prerequisiti. Per esempio: per risolvere equazioni algebriche dobbiamo affrontare proprietà e operazioni del calcolo letterale, che a sua volta utilizza caratteristiche delle espressioni numeriche.

Possiamo immaginare la matematica come una ragnatela molto fitta che, con eleganza, intreccia dei fili. Ogni filo può essere interpretato a sua volta come una “catena”, costruita in forma deduttiva, che può condividere i suoi “anelli” con altre catene. Affinché la ragnatela sia solida, è necessario che la nostra mente colga l’intreccio in maniera corretta. In caso contrario, aspettiamoci degli effetti collaterali: se non assimiliamo adeguatamente le operazioni tra numeri interi, quante possibilità avremo di commettere errori nelle operazioni con le frazioni o nelle espressioni con le potenze? Non poche.

C’è un altro particolare che vale la pena di approfondire: le operazioni tra numeri interi rappresentano un anello di una famiglia di catene che potremmo chiamare aritmetiche. Queste catene possono intersecare, nella ragnatela “matematica”, altre catene con loro variamente imparentate, magari famiglie a cui appartengono le catene algebriche, geometriche, analitiche, eccetera. Quindi la mancata comprensione di un punto specifico può pregiudicare la comprensione dell’intero sistema.

Tessuta la trama, arriviamo al dunque: come si traduce, nella metafora della ragnatela, l’incomprensione di un contenuto o di una relazione che incontriamo in matematica? Potremmo ritrovare degli anelli malconci, effetto di incomprensioni dovute a interpretazioni non corrette, all’interno delle catene della nostra immagine della ragnatela. Errori che, inoltre, potrebbero riprodursi e riproporsi a cascata in altri anelli e in tutte le catene di cui tali anelli fanno parte. Intrecci di questo tipo rischiano di compromettere la regolarità della ragnatela. La conseguenza principale è di restarne intrappolati, con la concreta possibilità di scivolare negli abissi della matematica dell’infelicità: le incomprensioni che possono diffondersi a macchia d’olio. Analizziamo quest’ultimo aspetto, riprendendo ancora l’esempio già considerato: senza aver capito del tutto le proprietà delle quattro operazioni principali dell’aritmetica, è possibile commettere errori in esercizi con potenze e frazioni, che ritroviamo anche nel calcolo letterale, in ambito algebrico.

D’altra parte, l’algebra, con equazioni, disequazioni e sistemi, fornisce strumenti efficaci per la risoluzione di problemi di geometria. Ma non è forse vero che la geometria viene studiata, insieme all’algebra, nei riferimenti cartesiani e grazie ai luoghi geometrici, che ritroviamo poi nell’analisi matematica? Quante possibilità ci sono, quindi, che l’incomprensione iniziale generi una concatenazione di errori?

Per farla breve: in matematica, anche le incomprensioni non restano isolate. Almeno non sempre.

Chi subisce un effetto a cascata, come quello descritto, potrebbe abituarsi a commettere errori anche inconsapevolmente, non disponendo di tutti gli strumenti necessari per riconoscerli e prevenire gli effetti collaterali dovuti ad anelli difettosi.

Fatto questo preambolo, siamo pronti ad affrontare il nostro viaggio nei meandri della matematica dell’infelicità, tenendo in mente un obiettivo preciso: tracciare, in queste pagine, percorsi per imboccare la via d’uscita e accedere al mondo della matematica della felicità. Possiamo farcela, provando innanzitutto a delineare possibili difficoltà e incomprensioni che incontriamo nello studio della matematica. A tal proposito, è utile una domanda cruciale, che ci avvicina a una questione da affrontare nel mondo della scuola: a cosa servono e come si risolvono gli esercizi di matematica?

La risposta può sembrare semplice: risolvere esercizi equivale ad applicare un preciso algoritmo, un pacchetto di formule che, a partire dai dati forniti e da regole utili, ci consente di trovare dei risultati. Parliamone facendo un esempio. Pensiamo a un problema semplice di questo tipo:


Un pastore ha 10 pecore. Gli regalano 2 pecore per il suo compleanno e dopo qualche giorno decide di venderne 3. Quante pecore restano al pastore?



Per risolvere il problema applichiamo in sequenza due calcoli:


	partendo dai dati (il pastore ha 10 pecore), osserviamo che dopo il regalo il pastore avrà 10 + 2 = 12 pecore;

	dopo averne vendute 3, al pastore resteranno 12 - 3 = 9 pecore.



Proviamo però a riproporre il problema in questa forma:


Un pastore ha 10 pecore. Gli regalano 2 pecore per il suo compleanno e dopo qualche giorno decide di venderne 3. Quanti anni ha compiuto il pastore?



Un problema di questo tipo è impossibile da risolvere con i dati a disposizione, visto che non abbiamo informazioni in merito alla data di nascita o ad altri riferimenti funzionali al calcolo dell’età del pastore. Sappiamo che l’uomo riceve come regalo di compleanno delle pecore, ma non viene specificata l’età che compie.

Eppure, a scuola può capitare di incontrare alunni che risolvono il problema applicando lo stesso algoritmo usato nel caso precedente. Ora vi chiedo, in tutta onestà: come reagireste davanti a un errore di questo tipo? E come reagireste se vi dicessi che un’interpretazione del genere può essere configurata, in prima battuta, come un errore legittimo?

Mi spiego meglio. A scuola, nel corso degli studi, tra docenti e studenti si stipula un accordo tacito e inconsapevole che, in termini pedagogici, viene solitamente chiamato contratto didattico: si tratta di un set di comportamenti attesi di fronte a una richiesta specifica, proposta dagli studenti ai docenti o viceversa. In matematica, può succedere, quindi, che uno studente si aspetti dal docente una richiesta a cui adempiere attraverso una procedura: algoritmi, calcoli e soluzioni da trovare. Il contratto didattico può essere all’origine delle misconcezioni: si tratta di incomprensioni che possono essere sviluppate nel corso dell’acquisizione del linguaggio della matematica e che portano a cause sensate di errori, spesso ben motivabili. In queste pagine incontreremo svariati riferimenti di didattica della matematica relativi al contratto didattico e alle misconcezioni, in particolare interpretazioni non corrette di proprietà relative a particolari contenuti, per esempio, le figure geometriche e le frazioni algebriche.1

Modificare una clausola del contratto didattico non è una pratica scontata, e determinati comportamenti si protraggono nel tempo. In particolare, ci sono situazioni che risultano strutturate per gli studenti della scuola secondaria di secondo grado, che deduco per esperienza diretta. Esistono tipologie di errori che si ripetono negli stessi ambiti della matematica, legati a misconcezioni. La semplificazione errata di frazioni algebriche e le equazioni impossibili non riconosciute sono solo due possibili errori ricorrenti. Per affrontarli, partiamo dall’elemento cardine utile per la condivisione della matematica: il linguaggio. Perché in fondo, se ci sono comportamenti attesi rispetto a una particolare richiesta, probabilmente qualcosa è andato storto nella comunicazione.





1. Per questo argomento mi rifarò principalmente ai contenuti agli articoli di Bruno D’Amore e Martha Isabel Fandiño Pinilla («Un effetto del contratto didattico…»), e di Silvia Sbaragli («Il ruolo della misconcezione…»), vedi Riferimenti Bibliografici e sitografici.







Imparare (a interpretare) la matematica




Matematichese è il modo in cui possiamo chiamare il linguaggio utilizzato per comunicare la matematica e per descrivere teoremi, assiomi e problemi da risolvere. Nel matematichese ritroviamo simboli specifici come “frecce” che definiscono implicazioni; connettivi logici e indicatori che ci permettono di distinguere uguaglianze, operazioni, disuguaglianze, sistemi e soluzioni. Fanno parte del matematichese i numeri e le lettere con cui indichiamo quantità variabili o incognite ma anche le forme della geometria e dei riferimenti cartesiani. Grazie a esso possiamo strutturare lo svolgimento di un esercizio di aritmetica o di un problema di geometria. Il matematichese è nel metodo deduttivo con cui descrivere la matematica, dove ritroviamo gli assiomi (chiamati talvolta postulati) che definiscono proprietà di particolari contenuti, forniti con definizioni e senza dimostrazioni; mentre i teoremi sono proprietà che possiamo dimostrare e applicare – come gli assiomi – alla risoluzione di esercizi e problemi.

Detta così, non sembra mica male, il matematichese. Anzi.

In effetti il linguaggio proprio della matematica, quello che in forma più tecnica viene chiamato rigore e che la caratterizza nelle sue molteplici declinazioni, è in realtà uno strumento universale che rende la disciplina accessibile a tutti: pensate, in alternativa, a una matematica fatta solo di appunti, idee e deduzioni collezionate un po’ a casaccio, nel disordine dello studioso di turno in piena fase creativa: quanto sarebbe complesso capirla? Il rigore, in matematica, è in effetti un grande sinonimo di libertà.

Il linguaggio della matematica nasconde però molte insidie. Per esempio:


	il linguaggio solitamente usato non è di immediata comprensione e, come capita per le lingue straniere o per l’apprendimento della lingua madre, per essere assimilato ha bisogno di un tempo, spesso non previsto esplicitamente nelle progettazioni scolastiche;

	chi, come il sottoscritto, studia o ha studiato matematica all’università, mangia pane e rigore ogni giorno, abituandosi all’utilizzo di simboli e regole nel quotidiano. Questa consuetudine garantisce una comprensione dell’approccio formale che può diventare performante, ma il rischio che si può correre è di considerare scontata, più o meno inconsapevolmente, la deduzione di determinati passaggi da parte di studenti che frequentano le medie o le superiori (le scuole secondarie rispettivamente di primo o di secondo grado), che hanno bisogno di più tempo per abituarsi a una nuova grammatica;

	il linguaggio della matematica, sebbene strumento universale per la sua comprensione, ha un carattere di essenzialità. Per descrivere, per esempio, un teorema sulle funzioni derivabili, una proprietà dei logaritmi o lo svolgimento di un’equazione, non servono né troppi passaggi né troppo pochi, ma solo il giusto numero di elementi. Abituarsi a tale pratica non è scontato, malgrado risulti un’abitudine consolidata in chi studia la matematica da tempo.



Pensate a un bambino, alle prime armi con la grafia dell’italiano, che scrive “ho” per “o” e viceversa: un errore del genere risulterebbe legittimo e comprensibile. In matematica esistono diverse situazioni simili, dovute a una mancata abitudine al linguaggio, a interpretazioni scorrette di determinati concetti o a incomprensioni rispetto allo svolgimento di un esercizio. Le motivazioni che conducono a malesseri cognitivi di questo tipo possono essere tante: uno studio domestico discontinuo (studiare a casa è davvero importante, forse più dell’attenzione in classe, comunque fondamentale, per quanto riguarda la matematica), particolari lacune accumulate nel tempo, la mancata comprensione di proprietà e meccanismi utili per strutturare un algoritmo, un insegnante con cui non abbiamo legato o il sorgere di dubbi che non riusciamo a esprimere, magari per carattere o perché li interpretiamo come nostri punti deboli; fragilità non sempre palesi all’interno di un gruppo.





Il bivio




Partiamo da una considerazione: uno studente o qualsiasi persona che voglia apprendere la matematica ha bisogno di percepire stimoli, all’interno di un clima che deve risultare disteso. Chi avverte pregiudizi o un presunto atteggiamento di superiorità da parte di chi insegna o comunica la matematica potrebbe avere una reazione di chiusura o allontanarsene, creando una distanza che può essere avvertita anche quando, dall’altra parte, l’approccio prevede pazienza e attenzione. Che spesso però non bastano.

Chi prova a capire la matematica può portare con sé un bagaglio di lacune pregresse, di cui in alcuni casi non è nemmeno consapevole e, nel fare i conti con un nuovo argomento, potrebbe incontrare difficoltà inaspettate.

Paragoniamo la matematica a una lingua straniera e pensiamo a uno studente italiano del primo biennio delle superiori che con l’inglese se la cava – con qualche “buco” qua e là – e che sceglie autonomamente di mettersi alla prova, decidendo di guardare la prima puntata di una serie tv anglosassone, senza sottotitoli: siamo certi che riuscirà ad arrivare in fondo? In questo caso lo studente potrebbe comprendere, senza il supporto del docente, di non essere ancora pronto per un’esperienza simile e che forse è il caso di aiutarsi con i sottotitoli in inglese o in italiano, o magari che sia il caso di rimandare. Ma, alle prese con la matematica, il nostro studente potrebbe avere più difficoltà a individuare le sue lacune.

Per esempio, potrebbe arenarsi nell’interpretazione di una disequazione algebrica con prodotti e fattori di secondo grado. Da cosa dipenderebbero le sue incomprensioni? Potrebbe avere lacune legate a scomposizioni in fattori di polinomi, frazioni, potenze, disequazioni intere, equazioni di secondo grado o relative ad altri anelli di chissà quale catena (riprendendo la metafora delle pagine precedenti). Oppure problematiche nel metodo di studio o nello svolgimento di particolari operazioni. L’insieme di questi fattori può produrre un tentativo di risoluzione, da parte dello studente, che conduce a passaggi lontani da quelli corretti. A differenza di quanto successo per il video in inglese, non è evidente il percorso da seguire.

Per me, il punto di partenza è molto chiaro: lo studente che ha simili difficoltà in matematica non deve sentirsi incapace per aver commesso degli errori o per non aver capito alcuni aspetti dell’argomento proposto.

Chi studia la matematica può ritrovarsi ad affrontare ulteriori problematiche, in forme decisamente dannose in termini di autostima. Torniamo al contratto didattico: il rischio di incontrare, al suo interno, una clausola che preveda, per uno studente, la convinzione di non poter capire la matematica è decisamente concreto. Gli effetti collaterali del contratto didattico si possono manifestare, pensando al caso della risoluzione di un problema di geometria, durante la trascrizione in maniera sistematica di tutti i dati utili per lo svolgimento del quesito. L’interpretazione della richiesta e dei dati di un esercizio nasce con l’obiettivo di agevolare lo studente nella risoluzione, ma spesso equivale alla formulazione di un numero di richieste formali eccessivo che può condizionare l’aspetto della lettura critica del testo di un problema e della sua risoluzione. Lo studente potrebbe così confondere l’obiettivo della richiesta, sentendo l’esigenza di effettuare una serie di passi formali, proposta dall’insegnante.

Non solo: nello studio della matematica si arriva a fare i conti con la semiotica di un concetto, ovvero con la sua rappresentazione per mezzo di segni. Potrebbe succedere che lo studente confonda la semiotica con il concetto da acquisire, associando le caratteristiche peculiari della specifica rappresentazione al concetto stesso. La necessità della semiotica può in effetti generare misconcezioni, spesso inevitabili.

Questi sono solo esempi con cui descrivere le difficoltà in matematica che possono innalzare barriere. E l’insorgere di più barriere può acuire distanze, generare problematiche sul piano didattico e in generale condurre a un atteggiamento di chiusura verso la disciplina.

Quanti ostacoli possono effettivamente frapporsi tra la matematica e chi la studia? Ce ne sono alcuni legati – come già accennato – al linguaggio con cui comunichiamo in matematica. Altri dipendono, invece, da come ciascun individuo percepisce nuovi contenuti e da come poi reagisce all’apprendimento, senza contare che un atteggiamento incostante peggiora la situazione: perdere il senso di alcuni “pezzi” pregiudica la comprensione di argomenti e applicazioni che dipendono da essi. E in questa disciplina, temi molto circoscritti e liberi da prerequisiti e collegamenti tra loro sono bestie rare.

Può esserci un momento in cui il numero di barriere raggiunge il limite e ciascuno di noi si trova alla resa dei conti con la matematica. Ci troviamo di fronte a un bivio: davanti a noi abbiamo due strade, che potremmo chiamare “La matematica fa per me” e “La matematica non fa per me”. Al bivio ci arriva sia chi non ha un buon feeling con la disciplina sia – direttamente o dal confronto con gli altri – chi la adora e non percepisce il peso di possibili barriere, ma comprende le difficoltà altrui. Si tratta di un momento cruciale, che condiziona opinioni, reazioni e scelte future per chi la studia, in positivo o in negativo. La comprensione della matematica produce stimoli positivi e accresce l’autostima, ma in ogni caso dobbiamo fare attenzione: troppa autostima può generare barriere di altro tipo nella comunicazione della matematica da parte di chi la conosce verso chi ha difficoltà a comprenderla. Chi invece ha difficoltà, può superare il bivio scegliendo di percorrere la strada della matematica dell’infelicità.





Le tentazioni della matematica dell’infelicità




Ho volutamente scelto un’espressione che richiama un ossimoro: perché dovremmo farci tentare dall’infelicità? Eppure succede molto spesso.

Che rapporto avete con la matematica? Vi siete resi conto di essere arrivati al bivio di cui parlo, o ne avete dei ricordi? Quale strada avete scelto di percorrere?

Se pensate che la mia metafora sia inopportuna e che io sia fuori strada nel cercare di analizzare i problemi che ostacolano il corretto apprendimento della matematica, proverò a corroborare la mia tesi con un altro esempio, in cui userò come filtro l’esperienza diretta che ho accumulato finora nelle scuole superiori, in cui ragazze e ragazzi arrivano con strati di conoscenze e convinzioni abbastanza strutturate, ma dai tratti ancora modellabili.

Immaginiamo una classe, la seconda A di un liceo scientifico, composta da dieci studenti (una cifra esigua, ma scelta per nostra comodità). Supponiamo che durante l’ora di matematica l’insegnante spieghi le espressioni con i radicali e che ci siano quattro studenti con problemi nella comprensione della lezione del giorno, a differenza degli altri che, a seconda dei casi, hanno capito più o meno bene l’argomento. Alla fine dell’ora, la professoressa chiede ai presenti se ci sono dubbi: cosa faranno a questo punto gli studenti? Pensiamo alle seguenti possibilità:


	tre studenti scuotono la testa, confermando che non hanno dubbi;

	una studentessa sorride dicendo: «Stavolta ho capito tutto!»;

	due studenti ripetono tra di loro l’argomento, inserendo altri temi collegati ai contenuti spiegati;

	una studentessa esprime i suoi dubbi, la prof risponde e la comprensione è completa;

	uno studente esprime alcuni dubbi, la prof risponde ma la comprensione non è completa;

	uno studente esprime più dubbi, la prof risponde, lui continua a non capire ma non fa altre domande;

	uno studente non esprime i suoi dubbi, nonostante non sia timido.



Suona la campanella, anche per chi continua ad avere dubbi.

Secondo voi, quanti studenti della seconda A hanno già incontrato almeno una volta il bivio e in che modo lo hanno affrontato o lo stanno affrontando? Probabilmente Stefania, la studentessa che stavolta ha capito subito, e ne è felice, è riuscita a tornare indietro e a imboccare la strada utile. Non è detto che lei sia l’unica, ma per spingerci su altri dettagli serve una considerazione tecnica: parliamo dell’argomento spiegato in seconda A, le espressioni con i radicali. Il tema è pieno di insidie e può condizionare percezioni e giudizi sulla materia. Vediamo perché.

I radicali rappresentano numeri particolari, esprimibili come segue:


	[image: ], che si legge “radice cubica di otto”;

	[image: ], che si legge “radice quadrata di sedici”;

	[image: ], che si legge “radice quadrata di due”.



Le espressioni elencate rappresentano dei veri e propri numeri, interi o decimali, anche se non li vediamo direttamente. Capita lo stesso per rapporti espressi come frazioni. Per esempio: l’espressione ¾, che si legge “tre quarti”, equivale a 0,75 ed è possibile calcolarla con la divisione 3 : 4, tra il numeratore 3 e il denominatore 4. Per i radicali, o “radici” – se preferite chiamarle così – possiamo ricavare dei valori in un altro modo. Torniamo all’esempio:


	[image: ] è pari a 2, poiché equivale a un numero che, “elevato alla terza” – ricaviamo l’esponente a cui elevare il 2 nell’indice di radice, pari a 3 –, fornisce come risultato il radicando 8. In effetti, 23 = 2 . 2 . 2 = 8;

	[image: ] è uguale a 4, visto che 42 = 4 . 4 = 16;

	[image: ] è pari a 1,414213562373... che rappresenta un numero irrazionale, ossia un numero decimale infinite cifre dopo la virgola che non ammettono ripetizioni, che si distingue da un numero razionale – che può essere intero, decimale limitato o periodico – che può essere scritto sotto forma di frazione.



A questo stadio dell’apprendimento, è legittimo che sorgano delle domande: perché la radice quadrata si chiama così e perché solitamente il 2 – che ho introdotto solo per chiarire meglio la definizione – non viene inserito nell’indice? Perché la radice terza è detta cubica? Perché la radice quadrata di 16 non può essere anche -4 visto che (-4)2 = (-4) . (-4) = 16? Il nuovo linguaggio innesca possibili quesiti legati alla sua interpretazione.

Anche se non abbiamo modo di soffermarci in maniera approfondita, proviamo, però, a sottolineare due aspetti:


	la sola introduzione dei radicali può generare dubbi rispetto a cosa rappresentino e a come vengano espressi. Se alcune risposte vengono date per scontate, c’è il rischio di fomentare i primi dubbi legittimi che si paleserebbero a seguire, visto che chi ascolta sta apprendendo per la prima volta l’argomento e sta cercando di associare ai vari simboli un significato;

	in quanti riescono davvero a percepire i radicali come numeri e non come espressioni da semplificare e che rispondono a “strane” operazioni?



I radicali portano in dote idee e concetti “stravaganti”, come la possibilità di rappresentarli come potenze a esponente razionale, ossia con esponente pari a una frazione tra numeri interi. In particolare, possiamo estrapolare la frazione come il rapporto tra l’esponente del radicando e l’indice di radice. Per esempio:

[image: ]

Per verificarlo in questo caso, eleviamo i due valori eguagliati alla terza ottenendo quanto segue:


	[image: ] elevato alla terza è pari 2, visto che la radice considerata è quel numero che, elevato alla terza, fornisce come risultato il radicando 2;

	anche 2⅓ elevato alla terza equivale a 2, osservando che una potenza di potenza si calcola moltiplicando gli esponenti, per cui (2⅓)3 = [image: ] = 2



Inoltre, per i radicali è necessario porre condizioni di esistenza in base all’indice: una radice con indice pari, come quella quadrata, non può fornire valori reali se calcolata per numeri negativi. Esiste un numero reale che, per esempio, elevato alla seconda, fornisca un risultato negativo?

Procedendo oltre, come per le frazioni, a volte è possibile semplificare i radicali e calcolare espressioni con più operazioni, le quali rispondono a regole che possono apparire articolate, perché in alcuni casi rispettano le proprietà delle potenze, come per le moltiplicazioni e le divisioni, per cui possiamo osservare, per esempio, che:

[image: ]

per le proprietà del prodotto tra potenze elevate allo stesso esponente, è pari a:

[image: ]

Nonché alcune proprietà che si applicano nel calcolo letterale per sommare monomi con la stessa parte letterale, trasferibili sui radicali nelle operazioni di addizione e sottrazione, come, per esempio:

[image: ]

Osserviamo che nel primo passaggio il 2 e il 7 si sottintendono moltiplicati alla radice cubica di 3, anche se il simbolo della moltiplicazione non risulta palese. Non voglio dilungarmi troppo: cerco solo di sottolineare che i radicali, come altri argomenti in matematica, possono nascondere tante insidie sul piano linguistico e su quello interpretativo ancor prima di scendere in dettagli tecnici e algoritmi, ossia nell’insieme delle procedure utili per svolgere e risolvere esercizi specifici, a partire da alcuni dati. L’argomento non è inaccessibile, ma bisogna maneggiarlo con cura.

Il calcolo di espressioni con i radicali risulta molto utile, come per espressioni con le frazioni, grazie ad algoritmi che, se applicati a numeri espressi come decimali, porterebbero a calcoli articolati e decisamente più lenti e imprecisi rispetto a quelli che siamo abituati a fare. Infatti, le operazioni tra numeri decimali richiederebbero approssimazioni che condurrebbero a risultati meno precisi rispetto all’uso di frazioni. Per i radicali sarebbe addirittura più complesso, perché andremmo a utilizzare operazioni anche con numeri irrazionali.

L’argomento scelto come esempio è significativo anche per un’altra ragione: la comprensione della matematica prevede in prima battuta un riconoscimento, anche grafico, dell’oggetto di studio, poi un’interpretazione e solo nella fase finale l’utilizzo di algoritmi o procedure per dimostrare proposizioni o risolvere esercizi, e che porti quindi allo svolgimento di precise richieste. I radicali non sono semplici da identificare nelle fasi di riconoscimento e interpretazione e una comprensione fallace comprometterebbe inevitabilmente un corretto svolgimento delle richieste.

Torniamo in seconda A, dove c’è un altro studente che ha già incontrato il bivio: è Giulio, il ragazzo che non ha capito la lezione ma non fa domande.

Ammetto che sto forzando un po’ la mano: Giulio potrebbe avere altri problemi oltre a quelli con la matematica. Non di rado gli studenti hanno un bagaglio di lacune sviluppate nei precedenti cicli di studio o vivono in contesti famigliari e sociali non sereni. Inoltre, non è detto che Giulio provi la giusta motivazione per studiare la matematica o qualsiasi altra materia. Le strategie di intervento possono quindi mutare e richiedere approcci più strutturati. Ma restiamo nell’ambito della matematica, provando ad analizzare gli stimoli capaci di innescare passione per la materia.

Giulio in passato ha provato a studiare la matematica con assiduità ma a un certo punto, visti i risultati, ha mollato. Diversamente da lui, un altro studente della classe, Manuel, è in un momento cruciale nel suo rapporto con la matematica: è prossimo al bivio. È lo studente che fa domande per capire i radicali, ma dopo le risposte dell’insegnante non riesce a chiarire i suoi dubbi e preferisce tenerli per sé.





«Non mi piace, non la capisco. E non solo io. E poi a che serve?»




Mi chiamo Manuel, ho quindici anni. Il mio rapporto con la matematica è così così. A volte la capisco, ma in altri casi qualcosa non torna, come in quel compito sulle equazioni fratte in cui non riuscivo a capire come semplificare numeratori e denominatori. Nella mia classe, la seconda A, c’è chi va bene in matematica, come Carla, Nicola e Matilde; Francesco e Riccardo sono addirittura bravissimi, ma un po’ presuntuosi. Stefania invece con le equazioni fratte era messa come me, ora però sta cominciando a capirle e a comprendere anche i nuovi argomenti: la vedo esultare quando gli esercizi con i radicali confermano il risultato del libro di testo. A me non capita più spesso, anzi. Vorrei avere la tranquillità di Gina che in matematica se la cava e, quando non capisce dei passaggi, chiede spiegazioni senza vergogna o paura di sbagliare. Anche Matteo si comporta più o meno così, ma potrebbe studiare di più invece di accontentarsi. Io con i radicali continuo ad avere difficoltà: le espressioni sono toste, quasi incomprensibili. Mi sto perdendo.

E se la matematica non fosse per me? Magari ha ragione Giulio: la matematica non gli è mai piaciuta, eravamo nella stessa classe alle medie e lo conosco bene. Prima provava a risolvere gli esercizi dei compiti a casa, ma dallo scorso anno ha cominciato a dire che è una materia senza applicazioni e che non serve a nulla.

Ultimamente comincio a pensarci anch’io: a cosa serve la matematica? Cosa me ne farò mai dei radicali in vita mia? A cosa serve una materia che sta diventando sempre più incomprensibile?

Non riesco a capire le spiegazioni, come Giulio. Alle volte nemmeno Matteo e Gina riescono. Nelle altre sezioni non va mica meglio. Allora non è un problema solo mio? E soprattutto chi lo dice che è un problema?

Francesco e Riccardo se la tirano. Forse però è meglio concentrarsi su altro, per esempio qualcosa che mi servirà davvero nella vita. Tanto prima o poi smetterò di studiare matematica, per fortuna.

Il discorso di Manuel è frutto della mia fantasia, come il riferimento agli studenti della seconda A.

La possibilità che uno studente possa prendere una posizione del genere è concreta, anche se non scontata. Come non è detto che si riesca a far cambiare idea a chi, come Manuel, ha superato il bivio seguendo la strada della matematica dell’infelicità, quella in cui la matematica è da evitare, perché ha tratti incomprensibili o appare inutile. Questa fase può durare a lungo e l’importanza che la materia ricopre in settori come l’ingegneria, l’economia, l’architettura, la fisica, le scienze in generale, l’intelligenza artificiale, l’informatica e l’ambito sanitario non viene considerata rilevante, benché ci siano (e le abbiamo viste) numerose applicazioni.

Momenti del genere possono portare a una convivenza tra sensazioni che oscillano dalla convinzione di non riuscire a capire davvero la matematica al non volersi più impegnare per non fallire ancora. In molti desistono, altri invece si autoconvincono dell’inutilità di questa disciplina per non accettare una loro presunta incapacità di comprenderla. O magari perché individuano nel docente e nelle sue lezioni un approccio troppo astratto – la matematica, come abbiamo già detto, è in effetti legata all’astrazione, nel bene e nel male – e distante dalla realtà. In questi casi si può arrivare a una convivenza con il “problema”, spesso messo all’angolo grazie a qualche colpo violento alla matematica e alla sua inutilità percepita.

Ma attenzione: capita anche di arrivare, all’università o agli ultimi anni delle superiori, in generale all’età adulta, a rivalutare la matematica grazie a una maggiore consapevolezza della materia, magari riscoperta in termini di struttura, contenuti e applicazioni. Ci sono persone che riescono a rimettersi in gioco: non è detto che Manuel o Giulio non possano riuscire addirittra a superare, e magari con un bel voto, un esame di matematica all’università. Per altri può scattare la fase dei rimpianti o del pentimento («Ah, se avessi avuto un insegnante diverso», o «Ah, se avessi studiato di più», o ancora «Ah, se avessi insistito di più»). Magari dopo la scelta di evitare un corso di laurea per paura della matematica.

Ma torniamo al bivio. Come intervenire per evitare che lo studente imbocchi la strada sbagliata?

Ogni docente ha la propria ricetta. Proverò a darvi la mia. Ci tengo a sottolineare che gli ingredienti sono frutto di studio, esperienze, intuizioni.

Ci sono studenti che fanno ritorno dalla strada della matematica dell’infelicità, altri che non ne hanno intenzione o che non ci riescono. Altri ancora decidono di avere un rapporto altalenante con la matematica. E non dimentichiamo che esistono studenti già in partenza chiusi e un po’ prevenuti. Dicono che insegnare sia il mestiere più bello del mondo e condivido questa affermazione in pieno. Ma è un’arte che nasconde tante insidie.

Il segreto è fornire, proprio con la matematica, momenti di felicità, che poi è anche una delle ambizioni di questo volume.

Come? Abbiamo già visto molte applicazioni, ma stavolta proviamo a partire dallo studio degli errori solitamente commessi in matematica e dalle strategie che possono prevenirli, fornendo strumenti per combattere le insidie del bivio.





Gli errori ricorrenti




Tratteremo alcuni esempi di errori ricorrenti, di incomprensioni ma anche di possibili azioni correttive in matematica. Grazie agli errori ricorrenti posso cominciare a raccontarvi qualcosa di me.

Potrà sembrare che faccia un po’ il “simpaticone”, o che esca dal tracciato. Ma datemi fiducia.

Sono di Orsara di Puglia, un paese dei Monti Dauni, in provincia di Foggia. Il mio percorso di studi mi ha portato a frequentare il liceo scientifico Marconi nel capoluogo e poi a conseguire, dopo il diploma, la laurea in matematica a Bologna. In seguito ho ottenuto l’abilitazione all’insegnamento di matematica e fisica, ho fatto un po’ di sana gavetta e ho superato concorsi che mi hanno portato a lavorare in Abruzzo come docente, da qualche anno di ruolo. Ogni giorno entro in classe, spiego, condivido e verifico l’apprendimento dei miei studenti. Tra le varie attività che propongo c’è anche un grande classico: la correzione degli esercizi per casa. Si tratta di un terreno in cui sono disseminati diversi errori ricorrenti, con radici più o meno ramificate a seconda dei casi.

Per esempio, dal fatidico quaderno a quadretti potrebbe sbucare fuori un’espressione di questo tipo:

[image: ]

Si tratta di un errore che si incontra in questo ambito. In effetti, in una frazione algebrica è possibile semplificare due divisori comuni, se esistono, per numeratore e denominatore. Capita anche alle frazioni numeriche, in cui per esempio possiamo ridurre [image: ] in [image: ] visto che numeratore e denominatore sono divisibili per 5. Questa procedura è un’applicazione della proprietà invariantiva per la divisione. Tornando alle frazioni algebriche, la x nel numeratore dell’esempio non è un divisore dell’espressione complessiva, quindi non può essere semplificata.

Ah! Dimenticavo: non vi ho ancora chiarito perché ho parlato delle mie esperienze di studente e di insegnante, con tanto di indicazioni geografiche. L’ho fatto perché credo che i miei colleghi di matematica, con esperienze differenti dalle mie e provenienti da altri luoghi, ritrovino negli esercizi svolti dai loro studenti lo stesso tipo di errore sulle frazioni algebriche. Sono certo che c’è un collega di Pordenone che vive continuamente l’esperienza di questo errore. Forse sta leggendo questo volume e annuisce silenziosamente. Potrebbe essere lo stesso per colleghi di Milano, Napoli, Roma, Caltanissetta o Matera: un errore simile capita spesso, malgrado le accortezze del docente nell’evidenziarlo più volte e nel riconoscerlo come “grave”. Ma anche se in assoluto lo è, in termini di apprendimento della matematica e del suo linguaggio, soprattutto in prima battuta per uno studente che sta conoscendo l’argomento, può essere considerato, a mio parere, un errore legittimo.

Ci sono altri errori ricorrenti, per esempio nello studio delle disequazioni algebriche di secondo grado. Esistono molte possibilità di imbattersi in deduzioni come la seguente:

[image: ]

L’ultimo dei tre passaggi, connessi tra loro da frecce di implicazione logica, indica per le soluzioni valori maggiori di ±2, quando in realtà le soluzioni della disequazione risultano i valori reali minori di -2 o maggiori di +2. Scommettiamo che il collega di Pordenone, d’accordo con gli altri, riconosce lo stesso errore? Problematiche simili si ripetono continuamente per generazioni, accompagnate da altri errori ricorrenti.

Un altro errore “famoso” riguarda l’affermazione: La derivata di un numero è uguale a zero. Questa espressione è concettualmente mal posta, perché le derivate possono essere calcolate per funzioni matematiche e un numero non è una funzione, ma uno strumento per rappresentare una funzione costante.

La ricorrenza di questi errori non può essere casuale. Possiamo leggere un’analogia con gli errori sistematici compiuti in fisica durante una misura, dovuti per esempio alla taratura degli strumenti utilizzati (se un metro non è sensibile a lunghezze inferiori a 1 cm, non può rilevare misure nell’ordine del millimetro). Anche in matematica dobbiamo scegliere una sensibilità precisa negli strumenti di misura e di valutazione dell’errore, che potrebbe essere ammorbidita quando è legittimo. Prevenire errori di questo tipo equivale a stabilire regole per limitare malesseri cognitivi che probabilmente dipendono da fattori strutturali: non sono errori casuali, che in fisica avvengono, per esempio, per distrazione da parte dello sperimentatore durante la rilevazione di misure. Capita anche in matematica di distrarsi e di sbagliare: succede di scrivere un segno “-” al posto di un segno “+” o di commettere altri errori di disattenzione, che non vanno comunque sottovalutati perché possono alterare i passaggi successivi in un algoritmo, impedendoci di risolvere correttamente un esercizio o di non riuscire a eseguire una dimostrazione.

Gli errori ricorrenti, se riconosciuti e risolti accuratamente, possono evitare una serie di problematiche che si diffondono con effetto domino, andando a toccare i nodi e le reti concettuali che abbiamo trattato nella metafora della ragnatela. Per esempio: il primo errore ricorrente di cui abbiamo parlato, relativo alle frazioni algebriche, può avere ripercussioni su argomenti che vengono studiati successivamente, come le equazioni e le disequazioni fratte, i sistemi con equazioni e disequazioni, le espressioni con i radicali, le funzioni goniometriche e gli studi di funzioni. Cercare strategie per evitare di commettere errori ricorrenti equivale a salvaguardare il corretto apprendimento per chi sta imparando la matematica, salvaguardando anche i nostri studenti da tante convinzioni errate.

Vediamo alcune soluzioni per gli errori ricorrenti, in generale e per quanto riguarda gli esempi proposti. Rientrano in gioco due nostre vecchie conoscenze: il matematichese e il contratto didattico, uniti in complicità.





Parliamo di soluzioni

Viaggio tra le insidie del linguaggio




Il termine “matematichese” è solitamente inteso con un significato più limitato di quello considerato in questo volume, in cui ci riferiamo a tutti gli aspetti della comunicazione in matematica, dal linguaggio formale fino alle varie forme con cui viene condivisa.

Osserviamo che esistono tanti errori ricorrenti disseminati in vari ambiti della matematica, tra cui le operazioni tra monomi, frazioni, espressioni con numeri negativi e positivi, la definizione di limite – densa di linguaggio formale e connessioni tra gli elementi che la caratterizzano – e negli studi di funzione. In questo capitolo ci dedichiamo a tre caratteristiche della matematica da cui può scaturire un errore ricorrente: il linguaggio interpretativo, il formalismo e l’attesa dell’algoritmo.

Torniamo ai tre esempi introdotti in precedenza.

Frazioni algebriche

Possiamo semplificare una frazione algebrica quando numeratore e denominatore, come nel caso delle frazioni numeriche, presentano divisori comuni. Per esempio: possiamo ridurre la frazione [image: ] nell’equivalente [image: ] dividendo sia il numeratore 6 sia il denominatore 10 per 2. Tuttavia, per riconoscere e individuare gli eventuali divisori comuni presenti al numeratore e al denominatore di una frazione algebrica è necessario scomporre i polinomi in fattori e riscriverli come tali.

Facciamo un esempio, considerando una frazione algebrica con numeratore e denominatore già scomposti:

[image: ]

In questo caso individuiamo un solo termine al numeratore, definito dall’espressione pari a x, che non può essere ulteriormente scomposta (come capita per i numeri primi nelle frazioni numeriche) e due fattori al denominatore, ossia x e x + 1, con il secondo fattore racchiuso tra parentesi.

D’altra parte, non è scontato trovare numeratore e denominatore di una frazione algebrica già scomposti, anzi: spesso bisogna dedurre l’eventuale scomposizione in fattori con regole precise, analoghe ai criteri di divisibilità applicati per la scomposizione di numeri interi nelle frazioni numeriche in cui, per esempio, osserviamo che un numero intero positivo è divisibile per 2 quando è pari. Per i polinomi la procedura è più articolata e non risulta scontata.

La frazione dell’esempio può essere in effetti semplificata, visto che la x è un fattore comune tra numeratore e denominatore, quindi divisore per entrambe le espressioni.

Semplificandola, otteniamo come risultato la frazione complessiva:

[image: ]

Applichiamo lo stesso criterio alle frazioni numeriche come [image: ] che riduciamo a [image: ] dividendo per 5 entrambi i membri, visto che un divisore di un numero intero è allo stesso tempo un fattore della sua scomposizione. Infatti:

[image: ]

Quindi, semplificando i due 5, arriviamo al risultato ½. E siamo giunti al punto centrale per l’analisi dell’errore ricorrente: le frazioni algebriche sono uno strumento non proprio simile, almeno in termini di forma e semiotica, alle frazioni numeriche, a cui vengono spesso paragonate viste le loro proprietà comuni (in entrambi i casi parliamo di frazioni e operazioni tra frazioni).

Nella semplificazione delle frazioni numeriche, di solito gli studenti che studiano le frazioni algebriche non sono più abituati a usare palesemente la scomposizione in fattori o, in ogni caso, non sono generalmente portati a scrivere, come nell’esempio precedente, [image: ] come [image: ] prima di trovare la frazione semplificata ½. In generale, si tende a individuare gli eventuali divisori in comune tra numeratore e denominatore con opportuni criteri di divisibilità – con cui, per esempio, stabilire che un numero intero è divisibile per 2 se è pari, per 3 se la somma delle sue cifre è divisibile per 3 o per 5 se il luogo occupato dall’unità è 0 o 5 –, utili per semplificare, quando possibile, una frazione numerica. Nell’esempio considerato, numeratore e denominatore risultano divisibili per 5 per cui, dividendoli per il divisore trovato, otteniamo la semplificazione della frazione. Inoltre, gli esercizi proposti riguardano più operazioni caratterizzate da procedure che diventano più articolate, e l’uso di termini sottintesi che non aiuta. Nella frazione algebrica dell’esempio ho esplicitato il simbolo della moltiplicazione al denominatore che di solito, però, non viene inserito. Ma c’è di più: non è automatico trasferire operazioni valide per fattori numerici a fattori letterali che bisogna imparare a riconoscere e a distinguere rispetto ai possibili ruoli che possono ricoprire in un’espressione letterale, come un polinomio o un prodotto tra polinomi.

Gli studenti sono abituati, nello studio delle frazioni algebriche, a semplificare numeratori e denominatori letterali scomposti in fattori. Ma non sempre è possibile farlo, come nell’esempio di:
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in cui al denominatore la x non è un fattore ma il termine di una somma: non può essere semplificata con la x al numeratore.

Mettiamoci allora nei panni di uno studente con qualche dubbio dovuto a incomprensioni del linguaggio, il quale, complici le misconcezioni e il contratto didattico, potrebbe confondere le modalità di semplificazione di frazioni algebriche, pensando che l’obiettivo non sia quello di semplificare due fattori in comune solo quando è possibile, ma di semplificare necessariamente.

D’altra parte, la quasi totalità degli esercizi sulle frazioni algebriche, solitamente, comprende delle semplificazioni. In tal caso, alcuni studenti potrebbero identificare le due x della frazione [image: ] come due termini da semplificare senza dedurre che, in realtà, la frazione non può essere ridotta con delle semplificazioni.

Serve probabilmente un po’ di pazienza e maggiore abitudine a esercizi con frazioni irriducibili.

Disequazioni algebriche di 2° grado

Le disequazioni di 2° grado, algebriche intere, sono disequazioni caratterizzate da una particolare proprietà: possono essere ridotte in modo da ottenere un polinomio di 2° grado in una certa lettera a coefficienti interi al primo membro (“a sinistra” rispetto al segno della disequazione) e lo 0 al secondo membro (a “destra” del segno di disequazione). Ne proponiamo alcuni esempi:
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Trovare le soluzioni per disequazioni di questo tipo (come per una qualsiasi disequazione) equivale a cercare i possibili valori reali che, sostituiti all’incognita (negli esempi rispettivamente definita da x, y e t), rendono la disuguaglianza vera.

Si può dimostrare che le possibili soluzioni – non è detto che ce ne siano – sono deducibili a partire da riferimenti da estrarre nella loro “equazione associata”, ovvero nell’equazione di 2° grado algebrica che otteniamo sostituendo il segno della disequazione con il simbolo di uguaglianza. Vediamolo meglio con un esempio, grazie a cui parleremo dell’errore ricorrente introdotto per le disequazioni.

Cerchiamo le soluzioni della disequazione di 2° grado:
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Costruiamo l’equazione associata x2 - 4 = 0 che possiamo riscrivere come x2 = 4 sommando 4 al primo e al secondo membro, che in altri termini equivale a spostare un termine da un membro all’altro cambiandone il segno. Le soluzioni dell’equazione sono +2 e -2 e possiamo verificarlo, sostituendo tali valori all’incognita x, deducendo che l’uguaglianza definita dall’equazione stessa risulta verificata. Infatti:
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D’altra parte, i passaggi solitamente usati a scuola per risolvere un’equazione di questo tipo, detta “pura” (si chiama così quando manca il termine di 1° grado), possono essere schematizzati come segue:
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Riguardo alla disequazione di partenza, si può verificare che le sue soluzioni corrispondono a tutti i valori reali minori di -2 o maggiori di 2. Quindi, sostituendo all’incognita un qualsiasi numero reale – l’insieme dei numeri reali comprende i numeri razionali e gli irrazionali – con tali caratteristiche, la disuguaglianza definita dalla disequazione risulta verificata. In questa sede, ci limiteremo a osservarlo per alcuni valori minori di -2 o maggiori di 2, come per esempio -5 e [image: ], che sostituiamo all’incognita:
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In entrambi i casi, la disuguaglianza risulta verificata, quindi i due valori sono tra le soluzioni della disequazione considerata.

Torniamo all’errore ricorrente analizzato in questo ambito. Uno studente, per risolvere la disequazione proposta, potrebbe scrivere la seguente sequenza di passaggi:
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Da un’analisi attenta, osserviamo che manca il passaggio con l’equazione associata, alle volte ritenuta erroneamente, da chi esegue le operazioni, un rallentamento noioso. Ribadiamo che è un errore, anche perché la scrittura proposta nel passaggio finale genera delle contraddizioni: cosa significa avere soluzioni “maggiori di più o meno due”? Basta che siano “maggiori di meno due”? Ma se specifichiamo che sono “maggiori di due”, i numeri reali “compresi tra meno due e due” vanno considerati?

L’analisi di questo errore ricorrente ci porta a osservare una certa somiglianza tra i passaggi non corretti dello svolgimento della disequazione con quelli utili per risolvere l’equazione pura associata:
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Notiamo che, sul piano simbolico, l’unica differenza tra le due espressioni è data dal segno di disuguaglianza che viene sostituito con il segno di uguaglianza per distinguere equazioni e disequazioni nei passaggi proposti. L’errore commesso dipende proprio dalla forma che caratterizza le disequazioni associabili a equazioni pure: quando spieghiamo le disequazioni, gli studenti possiedono già le tecniche di risoluzione di un’equazione pura, a cui sono abituati anche grazie alla ripetizione di esercizi sull’argomento. Quindi, uno studente che risolve una disequazione come quella nell’esempio potrebbe confondere il modo in cui si presenta con quello di un’equazione, andando a “forzare” lo stesso algoritmo, “modellandolo” come se al segno di disuguaglianza si sostituisse quello di uguaglianza. Probabilmente serve solo un po’ di pazienza e di tempo per generare abitudine ai “nuovi” esercizi.

Funzioni e derivate

In questo caso, provo a improvvisarmi giocoliere: scommettiamo che riusciremo a calcolare una derivata senza sapere precisamente di cosa si tratta? Ci proveremo, ma solo dopo aver proposto alcuni richiami sulle funzioni, oggetti per cui ha senso parlare di derivate.

Le funzioni matematiche sono relazioni che esprimono i valori che può assumere una grandezza generica (solitamente indicata con la lettera y) grazie a un’espressione che la mette in relazione con un’altra grandezza (solitamente indicata dalla lettera x).

Per esempio:


y = x3 - 1



è una relazione che definisce una funzione. Tale funzione permette di associare a determinati valori reali – che possiamo sostituire alla x – dei valori reali corrispondenti associati alla y, che calcoliamo sostituendo i valori di partenza nella lettera x. Per esempio, sostituendo la x con i valori 2, 5 e -1 abbiamo rispettivamente:


y = (2)3 - 1 = 8 - 1 = 7

y = (5)3 - 1 = 125 - 1 = 124

y = (-1)3 - 1 = -1 - 1 = -2



Potremmo continuare con altri valori, ma andiamo avanti.

Una funzione può essere intesa come una legge che a un elemento generico di un insieme chiamato dominio, in cui ci sono i numeri che sostituiamo alla lettera x e per cui otteniamo un valore per la y, associa un elemento di un secondo insieme chiamato codominio, che include i valori che calcoliamo per la lettera y. Nell’esempio precedente, 2, 5 e -1 appartengono al dominio mentre 7, 124 e -2, appartengono al codominio della funzione.

Rappresentare una funzione, potrebbe aiutare a capirla meglio. A tal proposito, avrete sentito parlare di grafico di una funzione, non è vero?

Introduciamo il tema riprendendo l’esempio di prima, in cui potremmo considerare gli elementi del dominio con i corrispondenti del codominio scritti come coppie: (2, 7), (5, 124), (-1, -2). Possiamo interpretare tali espressioni come le coordinate di punti da rappresentare su un piano cartesiano, ognuno caratterizzato rispettivamente da un’ascissa e da un’ordinata.

Possiamo per esempio rappresentare il punto A di coordinate (2, 7) come nella figura seguente.

[image: Figura 37]

Figura 37

Il punto A (2,7), con ascissa pari a 2 e ordinata 7 “unisce” un elemento del dominio, l’ascissa, con un elemento del codominio, l’ordinata.

Considerando gli elementi del dominio e i corrispondenti nel codominio, la funzione può essere associata a un grafico in cui ogni punto, proiettato, descrive sull’asse orizzontale un elemento del dominio e sull’asse verticale il corrispondente nel codominio. Vediamo, come esempio, il grafico della funzione y = x2:

[image: Figura 38]

Figura 38

Torniamo agli errori ricorrenti.

L’errore esemplificato nell’asserzione La derivata di un numero è 0 è legato alla commistione di due differenti registri linguistici:


	un registro che potremmo chiamare, in forma un po’ semplificata, “analitico”, legato ai temi studiati dall’analisi matematica, come le funzioni e le loro proprietà;

	un registro che potremmo, invece, definire “algebrico”, legato a equazioni, disequazioni e sistemi, utili per studiare determinate caratteristiche delle funzioni.



Quando lavoriamo con le derivate troviamo nel registro analitico proprietà tipiche delle funzioni, con cui stabilire, per esempio, come varia il grafico (quando cresce o decresce provando a tracciarlo dai punti a sinistra verso destra) o se ci sono punti in cui ci sono “cunette”, come nell’origine del grafico alla Figura 39, o “dossi”. Queste ultime due tipologie di punti, tecnicamente, si chiamano punti di massimo o di minimo relativo. Riferendoci alla definizione, in forma più descrittiva, la derivata di una funzione in un punto, quando esiste, definisce la pendenza della retta che approssima la curvatura del grafico della funzione in quel punto:


	se la retta è “in salita”, rispetto all’orientamento dell’asse delle ascisse, la pendenza (quindi la derivata della funzione in quel punto) è positiva e la funzione è crescente;

	se la retta è “in discesa” rispetto all’orientamento dell’asse delle ascisse, la pendenza è negativa e la funzione è decrescente;

	se la retta è “in pianura”, ossia parallela all’asse delle ascisse, la pendenza è pari a zero e in quel punto potrebbe esserci un minimo o un massimo relativo.



Le proprietà riassunte tengono conto di un approccio legato alle proprietà delle funzioni e al calcolo dei limiti, che non indagheremo oltre. Anche perché vi ho promesso che avrei provato a spiegarvi come si calcola una derivata senza darvi troppe informazioni e senza utilizzare, direttamente, le sue proprietà che ho preferito, in ogni caso, introdurre, per descriverne le caratteristiche principali.

Per il calcolo di una funzione in maniera “comoda” di una derivata, dobbiamo “sporcarci le mani” con un po’ di algebra che ci agevola nell’uso di algoritmi utili per il calcolo, appunto, delle derivate. Facciamo un esempio, grazie a cui calcoleremo la derivata della funzione:


y = x5 + x3 - 4



Si può dimostrare che il calcolo della derivata non rispetto a un preciso valore numerico, ma rispetto a una generica ascissa x di questa funzione si ottiene come segue:


	trasformiamo le potenze del polinomio in modo da anteporre l’esponente come costante moltiplicativa e scaliamolo di un grado. Quindi x5 diventa 5 . x5-1 che è pari a 5x4, mentre x3 diventa 3x2;

	un termine noto qualsiasi, in questo caso -4, diventa 0;

	la derivata complessiva, indicata con l’espressione y´, si ottiene sostituendo i termini “trasformati” nel polinomio di partenza lasciando inalterati i segni.



Quindi la derivata della funzione risulta pari a:
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L’espressione trovata potrebbe stonare con quanto detto in precedenza, per cui abbiamo introdotto la derivata di una funzione per un punto come il valore associato alla pendenza della retta che approssima il grafico, formalmente la retta tangente al grafico (che “tocca” il grafico della funzione in un punto, approssimandolo un po’ come un piano approssima la superficie terrestre, curva, nei punti in cui ci troviamo) che è una quantità numerica. Tuttavia, si può calcolare la derivata come espressione generica per poi trovare, sostituendo alla variabile x un numero reale che appartiene al dominio, per cui la funzione ammette una derivata, il valore della pendenza della retta nel punto di ascissa pari all’elemento del dominio considerato.

Domanda: ma quanto è potente il registro che abbiamo chiamato algebrico? Senza sapere precisamente cosa sia una derivata… ne abbiamo calcolata una!

Passando al registro analitico però, dobbiamo rivedere alcuni concetti. In particolare:


	la funzione considerata è in effetti rappresentata da un polinomio, che appartiene a una famiglia di funzioni chiamate funzioni algebriche razionali intere;

	il polinomio che esprime la funzione è in effetti composto da potenze e da un termine noto, che definisce una somma algebrica tra funzioni potenza e una funzione costante.



L’asserzione La derivata di un numero è 0 è un errore (ricorrente) perché quello che in un registro algebrico interpretiamo come un numero, nel registro analitico è una funzione costante, per cui è probabile che uno studente, nel commetterlo, stia confondendo i due registri. Serve probabilmente un po’ di pazienza e abitudine al nuovo registro.

Se siete arrivati fin qui nella lettura vuol dire che la matematica “tecnica” non vi spaventa. Aggiungo: ho approfittato dei temi di questa sezione per scendere anche in dettagli da approfondire, sperando di aver fatto cosa gradita per chi non li masticava da un po’ di tempo. Ma naturalmente non possiamo andare oltre senza aver prima proposto un approfondimento generale sulle possibili strategie per affrontare gli errori ricorrenti in maniera efficace.

Dedicherò il prossimo capitolo ai docenti e agli studenti, di oggi e di ieri, che invito a entrare di nuovo in una classe che abbiamo conosciuto insieme: la seconda A, dove ci sono banchi liberi accanto a Manuel, a Giulio e a tutti gli altri.





L’angolo del docente (e dello studente)

Strategie e consigli




Ci sono varie strategie didattiche e attività possibili per analizzare gli errori ricorrenti, utilizzabili in base a contesti specifici. Mi soffermerò, in particolare, su cinque azioni che trovo utili per “combattere” gli errori ricorrenti e per affrontare, in generale, le difficoltà in matematica, le misconcezioni e gli effetti collaterali del contratto didattico.

La flipped classroom

Con la strategia didattica della flipped classroom, ossia della “classe capovolta”, i “ruoli” della spiegazione in classe e dello studio con esercizi a casa vengono invertiti con opportuni accorgimenti. In particolare:


	a casa, gli studenti studiano videolezioni o accedono ad altre risorse indicate dal docente su un particolare argomento. Questo approccio è utile, per esempio, nella spiegazione di argomenti che conducono a particolari errori ricorrenti. Il docente può individuarli prima che si strutturino, con esercizi ripetuti a casa, nelle strategie adottate dagli studenti nello studio autonomo. Inoltre, il prof può lavorare confrontandosi individualmente o nella supervisione di lavori di gruppo, inserendo applicazioni e approfondimenti su temi che abbiamo affrontato nella prima parte del volume;

	in classe, gli studenti partecipano ad attività laboratoriali che possono prevedere la risoluzione di esercizi, lavorando anche per gruppi di lavoro. In questo caso si può adottare la strategia del peer tutoring, in cui gli studenti si confrontano e si aiutano “tra pari”. Con un lavoro di gruppo, per esempio, Manuel potrebbe ritrovare stimoli per la matematica. Giulio, invece, potrebbe cominciare a rendersi conto che è ancora in tempo per mettersi a studiare e che può recuperare. E magari andare addirittura oltre le sue aspettative, con pazienza.



L’uso garantito dei “termini sottintesi”

In matematica si trovano spesso dei termini “sottintesi”, che palesiamo nei seguenti casi:
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Espressioni di questo tipo vengono solitamente espresse come segue:
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Nei cinque casi considerati, quindi, non vengono espressi rispettivamente:


	la radice quadrata con l’indice pari a 2;

	il coefficiente 1 con il segno di moltiplicazione;

	l’esponente 1, oltre al segno di moltiplicazione;

	il denominatore 1, oltre alla linea di frazione;

	il segno “+”.



I termini sottintesi rappresentano espressioni corrette, a volte inserite dagli studenti nello svolgimento di esercizi. Personalmente, quando li riscontro non intervengo, sottolineando solo che potrebbero non ritrovarli in evidenza nei testi che incontreranno su libri e risorse. Anche perché alcune procedure vengono comprese in forma più dettagliata palesandoli. In una situazione del genere, Stefania, Gina e Matteo potrebbero chiarire il senso di alcune operazioni poco limpide del calcolo letterale, nelle espressioni con le frazioni o con i radicali, su cui ogni tanto commettono errori di calcolo.

Gli studenti in cattedra

Carla, Nicola e Matilde sono bravi. Francesco e Riccardo molto bravi, ma un po’ saccenti. Il loro ruolo può essere cruciale in classe e funzionale nelle attività di gruppo e per il rapporto tra pari. Inoltre, un insegnante non deve rischiare di “trascurare” gli studenti già sintonizzati con la materia ritenendo che si tratti di individui più autonomi e meno bisognosi di attenzione. Un’attività possibile per loro, oltre a quelle già citate, riguarda la gestione della classe, con momenti dedicati alla spiegazione, ai loro compagni, di argomenti o di esercizi particolari. Magari con un po’ di spazio da dedicare ad approfondimenti trasversali. In questo modo, Carla, Nicola e Matilde potrebbero cimentarsi con nuove abilità e magari incontrare qualche scoglio di argomentazione o gestione su cui riflettere e lavorare in seguito. Francesco e Riccardo, più calati nel “mondo delle idee” della matematica, potrebbero invece non riuscire a sintonizzarsi con i loro compagni e a trasmettergli gli strumenti per superare le loro difficoltà. In questo caso è importante, con un’analisi a posteriori, una fase di riflessione per puntellare le tecniche di condivisione della matematica, da ritenere meno scontata del previsto, magari stimolando la condivisione corretta di argomenti trasversali, che gli interessati potrebbero aver studiato in maniera autonoma. L’attività di rielaborazione e verbalizzazione di contenuti e competenze si rivelano utili per tutti gli studenti, in generale.

Le misconcezioni evitabili

Esistono misconcezioni, legate a un concetto o all’associazione di un concetto a simboli e segni, che sono perfettamente evitabili a priori. Per esempio, risultano evitabili le misconcezioni legate a particolari rappresentazioni grafiche o all’uso di un linguaggio che può indurre incoerenze. Facciamo degli esempi, considerando due figure geometriche: il trapezio e il rombo.

I trapezi sono quadrilateri con due lati paralleli tra loro. Con l’espressione lato obliquo di un trapezio viene indicato convenzionalmente il lato che risulta obliquo (o i lati che risultano obliqui) rispetto ai due lati paralleli.

Consideriamo i trapezi qui raffigurati:

[image: Figura 39]

Figura 39

Il trapezio a sinistra è quello convenzionalmente usato nei problemi di geometria, in cui in effetti i lati BC e AD sono obliqui rispetto alla configurazione scelta. Tuttavia, tale assunzione può generare una misconcezione, come possiamo osservare considerando il trapezio a destra: i lati EH e GF sono gli obliqui, ma in questa configurazione anche gli altri due lati sono obliqui rispetto alla precedente impostazione. Gli studenti potrebbero fare confusione e non riconoscere nella figura a destra un trapezio, tra l’altro congruente a quello di sinistra. Possiamo evitare questa misconcezione ed errori conseguenti con scelte linguistiche opportune e cercando di non vincolare le figure nello spazio.

L’insegnamento della geometria a scuola dispone di altri esempi di misconcezioni, talvolta legati a incoerenze nell’uso del linguaggio utilizzato in alcune formule. Ne cito una tra quelle utili per il calcolo dell’area di un rombo, che recita: L’area di un rombo è data dal prodotto tra la diagonale maggiore per la diagonale minore diviso due. La conoscete? Beh, la definizione è errata o per lo meno imprecisa. Parliamone, considerando i due rombi nella figura seguente:

[image: Figura 40]

Figura 40

Premessa: siamo d’accordo che anche il quadrato a destra sia un rombo? Perché non è detto che a uno studente risulti immediatamente chiaro, anche a causa della misconcezione di cui abbiamo parlato prima: il quadrato non è posizionato nello spazio nella stessa configurazione, convenzionale, scelta solitamente per un rombo e viceversa. Tuttavia, il rombo per definizione è “un quadrilatero con quattro lati congruenti”. Il quadrato è quindi un tipo particolare di rombo, come viene correttamente specificato a scuola. D’altra parte, mentre, nella Figura 40, nel rombo a sinistra distinguiamo la diagonale maggiore BD rispetto alla diagonale minore AC, nel rombo quadrato le diagonali EG e HF sono congruenti. La definizione iniziale, quindi, non è corretta e risulta incoerente con le relazioni tra rombi e quadrati: l’incongruenza rischia di generare confusione negli studenti, riscontrabili in alcune applicazioni. Infatti, osservando che possiamo definire, in maniera più corretta, l’area del rombo come il prodotto delle diagonali diviso due, uno studente potrebbe riconoscerla e ritenerla adattabile al quadrato, utilizzandola in forma “vantaggiosa” quando, per esempio, si chiede di calcolare l’area di un quadrato nota la misura della sua diagonale. In tal caso, con la formula considerata, basta moltiplicare la misura della diagonale per sé stessa e dividere tutto per due. Ma se il quadrato non viene identificato come rombo e la formula non viene capita, lo studente tenderà, nello stesso problema, ad adottare una procedura più complicata calcolando la misura del lato del quadrato – con una formula che ci permette di affermare che: Il lato di un quadrato è pari alla misura della diagonale diviso radice di due – per poi ricavare con un ulteriore passaggio l’area del quadrato con la formula: Area uguale lato al quadrato. Il docente potrebbe correggere un passaggio simile, magari dopo aver mostrato questo problema per evidenziare il caso particolare, proponendo l’alternativa più veloce, ma lo studente potrebbe non comprendere come mai il suo procedimento è ritenuto poco valido.

Potremmo continuare con altri esempi, tra cui misconcezioni in geometria solida in cui esistono definizioni che vincolano la posizione di un solido nello spazio rispetto a una faccia scelta come base, come le piramidi a base quadrata, che potrebbe indurre uno studente a non riconoscere la stessa figura, poggiata su un piano, considerando come base una delle sue facce triangolari. Chiudiamo il paragrafo con un’osservazione: gli studenti di seconda A possono aver sviluppato, in passato, nello studio della matematica, misconcezioni da cui dipendono errori che non a caso ho definito legittimi. Vanno scovati e affrontati, talvolta senza agire con fretta.

Come si fa vs che cos’è

Quando un docente di matematica si trova in classe, alla lavagna, pronto per spiegare un nuovo argomento, può essere pervaso da varie sensazioni. Il giorno prima ha preparato la lezione, dopo aver cercato spunti per appianare la presentazione di concetti strutturando un’introduzione alla parte tecnica. Immaginiamo che sia quanto accaduto alla prof di seconda A, che per introdurre i radicali ha preparato un’introduzione sulle loro caratteristiche.

Ecco la prof alla lavagna che comincia a spiegare, proponendo la sua introduzione. Come reagiranno gli studenti?

Supponiamo che si verifichino queste reazioni:


	Francesco e Riccardo sono sul pezzo;

	Matilde, Nicola e Carla hanno qualche tentennamento iniziale, ma quando la prof comincia a spiegare la parte tecnica entrano nelle trame dell’argomento;

	Stefania, Matteo e Gina non danno peso all’introduzione e cominciano ad ascoltare con più attenzione quando vedono apparire alla lavagna le prime radici e altri simboli;

	Manuel prova a concentrarsi dall’inizio e ha voglia di capire, ma quando arriva alle prime proprietà dei radicali si scoraggia;

	Giulio è distratto e si scusa quando la prof lo richiama, per diligenza prende appunti sulla parte tecnica.



A proposito di appunti: insegnare agli studenti a prenderne anche durante le spiegazioni introduttive, in forma critica e riassuntiva, potrebbe risolvere le problematiche sollevate in precedenza da Stefania, Matteo e Gina: ossia il voler capire come si svolgono gli esercizi senza dare peso all’approccio teorico e al senso dell’argomento trattato.

Parliamo di studenti che solitamente non prendono voti troppo alti, ma nemmeno troppo bassi, tra cui c’è Stefania che sta vivendo un percorso di maggior consapevolezza dopo essere rientrata dalla strada della matematica dell’infelicità e che comincia a studiare volentieri la matematica a casa, mentre Matteo e Gina se la sono sempre cavata ma senza uno studio assiduo, condizionato in parte da alcune misconcezioni e clausole del contratto didattico.

La logica del “come si fa” potrebbe condurre tutti gli studenti di seconda A a confondere i concetti con la loro elaborazione pratica nelle applicazioni. Il rapporto tra noetica (i concetti che studiamo) e semiotica (la loro rappresentazione con segni e simboli) è davvero una grande sfida per la didattica della matematica, visto che non può esserci l’acquisizione di un concetto, quindi noetica, senza la semiotica. Trovare l’equilibrio tra queste due sfere non è facile: saper strutturare algoritmi definisce una sorta di comfort zone a cui potersi appoggiare senza troppi intoppi per capire “come funziona”, in particolare negli esercizi, ma anche nell’esposizione di un teorema e della sua dimostrazione, la matematica. Attenuare il contrasto, in un rapporto che rende imprescindibile la coesione tra il “come si fa” e il “che cos’è”, al fine di evitare malesseri cognitivi per i nostri studenti e per chi si accosta alla matematica anche in età adulta, è possibile grazie alla rielaborazione di concetti teorici tramite appunti e riassunti, ad attività che incentivino la discussione e all’organizzazione e alla pianificazione di strategie risolutive, stimolando lo spirito critico nell’elaborazione delle soluzioni. Inoltre, un’eccessiva modellizzazione sul piano applicativo, a mio parere, rischia di appesantire troppo la comprensione delle strategie risolutive. Capire meglio il “perché” delle cose e gli “oggetti” della teoria ci agevola nello svolgimento delle applicazioni.

No spoiler

Lo spoiler è l’indesiderata anticipazione del finale di un film, di una serie o di un libro. Cosa c’entra con la matematica? Mi riferisco a quelle occasioni in cui noi docenti, consapevoli di alcuni errori che potrebbero essere commessi dagli studenti, anticipiamo delle situazioni da evitare. Per esempio, spiegando le frazioni algebriche potremmo dire di stare attenti a non semplificare dei termini al numeratore e al denominatore che non siano fattori. Mi è successo di “spoilerare” quest’errore, che puntualmente però si è verificato. Quindi, l’anticipazione non è servita e soprattutto potrebbe aver innescato dei meccanismi non costruttivi.

Parlare di qualcosa che non va fatto, presupponendo in maniera più o meno implicita che chi ci ascolta sbaglierà, può avere degli effetti collaterali, perché parlare di qualcosa che non è ancora accaduto equivale ad attirare l’attenzione sull’argomento e non necessariamente a prevenire l’errore.

Volete una prova? Non alzate lo sguardo dalla pagina per immaginare, di fronte a voi, un elefante che suona la batteria!

Domanda: quanti di voi hanno alzato lo sguardo, hanno pensato di farlo o hanno comunque immaginato l’elefante che suona la batteria? Eppure vi ho detto di non farlo.

Sono portato a pensare, a fronte anche di esperienze maturate in classe, che alcuni errori non vanno prevenuti, ma corretti una volta commessi. Inoltre, anticipare un errore equivale a profetizzare a uno studente che lo commetterà, rischiando di acuire le sue incertezze rispetto allo studio della matematica.

Ritenere tali errori, in prima battuta, legittimi, lasciando un approccio naturale a un argomento senza troppe condizioni iniziali, potrebbe facilitarne la comprensione e le successive applicazioni.





Se la cattedra è sul web




Possiamo percepire la matematica anche attraverso canali apparentemente distanti dalla didattica tradizionale, come i social, l’uso della tecnologia e la divulgazione scientifica.

Ma, come dice un noto proverbio, L’apparenza inganna, almeno in questo caso: sono infatti fermamente convinto che i social, gli spunti divulgativi e un uso attento della tecnologia siano elementi importanti per la costruzione di una didattica ampia e attenta all’interazioni tra docenti e studenti. Vi racconto la mia esperienza personale.

Dall’estate del 2019 mi occupo di un progetto sui social chiamato Un quarto d’ora con il prof, grazie al quale condivido contenuti di matematica e fisica dei programmi scolastici. L’idea è nata all’istituto Patini-Liberatore di Castel di Sangro (in provincia dell’Aquila), dove ho svolto il mio anno di prova per l’immissione in ruolo, quando ho cominciato a lavorare alla registrazione di videolezioni di matematica e fisica per gli studenti della scuola. Col tempo, ho imparato a studiare le dinamiche dei social, le piattaforme e le tecniche di comunicazione e condivisione per contenuti che inizialmente riguardavano “solo” la didattica, ma a cui in un secondo momento, ho unito approfondimenti di natura divulgativa. L’esperienza, che dura ormai da più di tre anni, ha anche favorito la possibilità di conoscere colleghi di varie discipline che sfruttano i social per condividere contenuti e competenze, in un processo di autoformazione e di coworking. Inoltre, i social consentono di esplorare un linguaggio più vicino agli studenti, ai giovani e a tante persone che si appassionano a contenuti di matematica.

Questa esperienza ha arricchito la mia attività in classe, in cui uso le videolezioni per la strategia della flipped classroom, i contenuti divulgativi trasversali e approfondimenti di storia della matematica per presentare le mie lezioni e i software per la didattica. E soprattutto, ho imparato che l’uso di questi canali facilita l’abbattimento di barriere tra docenti e studenti, sia generazionali, sia dovute al ruolo, in favore di una comprensione più immediata.

E proprio dal confronto con gli adulti ho tratto alcuni spunti significativi: sui social interagisco spesso con i testimoni della matematica dell’infelicità, ossia persone che provano sensazioni positive grazie alla comprensione di concetti di matematica rimasti in sospeso da chissà quanto tempo e finalmente capiti. Parliamo di studenti di altre generazioni che in passato hanno superato il bivio imboccando la strada dell’infelicità, allontanandosi dalla matematica. Persone che, con un po’ di rammarico, spesso riconoscono il loro scarso impegno ai tempi della scuola e che ora, alla luce delle nuove esperienze, vedono le cose in una nuova prospettiva.

Insomma, confrontarsi con social, nuove tecnologie e contenuti divulgativi, direttamente o indirettamente e in forma critica, permette di acquisire competenze che reputo imprescindibili per la didattica moderna, per la comprensione e per la ripresa della matematica anche per chi non la studia da tempo.

Naturalmente, l’uso dei social non è la condizione principale per essere un buon docente, ammesso che lo sia, in generale. Conosco colleghi bravissimi a cui mi ispiro per cercare di fare il mio mestiere al meglio e non sono “docenti social”. Tra l’altro, una comunicazione più fluida con i nostri studenti dipende principalmente da empatia ed esperienza. I social sono un buon tramite per capire il linguaggio e gli interessi dei nostri studenti, ma non sono certo l’unico modo per far sentire a proprio agio un ragazzo o una ragazza in difficoltà. Ci mancherebbe. Non trovo, quindi, necessario che un docente debba aprire dei profili social per essere al passo coi tempi. Credo però che il fenomeno globale vada conosciuto, nei dettagli, da tutti. C’è un dato di fatto, che ci piaccia oppure no: i nostri studenti usano questi strumenti. Che non mostrano solo contenuti didattici o divulgativi. Per noi docenti, conoscerli può aiutarci a guidare gli studenti, distinguendo e condividendo contenuti validi a discapito di altri “discutibili”. Spesso condivido con i miei studenti contenuti di altri divulgatori, magari suggeriti da loro stessi, in classe.

Tornando alle strategie didattiche, mi preme sottolineare che l’uso possibile della videolezione nella nostra didattica non deve necessariamente essere un ricordo legato alla prassi della DAD o l’esclusiva di una didattica puramente digitale: i nostri studenti, a casa di fronte a una videolezione, hanno la possibilità di gestire l’apprendimento in forma personalizzata. Da soli possono decidere, senza provare imbarazzo per dover alzare la mano e senza sentirsi giudicati, di mettere in pausa il video, riguardare un passaggio di un esercizio, rallentare il ritmo dell’esposizione e segnare con cura tutte le incomprensioni accumulate durante la spiegazione. Nella fase della flipped classroom, grazie al confronto con i compagni di classe e con i docenti, ci può essere uno scambio utile per sciogliere i dubbi e continuare con uno studio lineare della matematica. Le videolezioni, come altri contenuti digitali, sono una preziosa opportunità e soprattutto non sono alternative alla didattica tradizionale, ma risorse complementari. Alcune videolezioni possono chiarire aspetti della matematica legati alla teoria, alle definizioni e ai teoremi. Personalmente, in generale, preferisco svolgere le dimostrazioni in classe per condividere al meglio il linguaggio caratteristico, ma una videolezione, in questo caso, può rappresentare un’opportunità di riepilogo ampio a casa. Quando siamo in classe, di fronte a noi abbiamo un universo più o meno racchiuso in ogni studente, ciascuno dei quali ha bisogno di stimoli precisi per dare il meglio. Variegare il più possibile le trame di una lezione, per quanto complesso, ci permette di formulare più approcci e generare più certezze nell’ascolto e nelle interazioni. Ci sono tante possibilità e ciascun docente può modellarle a seconda delle sue percezioni. Non c’è una regola fissa, l’importante è sperare che, dopo la fatidica domanda alla classe “è tutto chiaro?” non ci sia il classico “sì” che nella correzione delle verifiche scritte mostra tutte le sue fragilità. Per fortuna, le verifiche scritte sono diari segreti che possiamo spulciare apertamente, da cui trarre tanti spunti per impostare o rivedere la nostra didattica.





Le vie per la matematica della felicità




Riassumiamo alcuni punti fondamentali chiariti in questa sezione:


	la matematica ha un linguaggio proprio, con una sua grammatica, e che deve necessariamente essere appreso, contestualmente ai suoi contenuti;

	durante lo studio della matematica si possono generare delle misconcezioni, che portano a una comprensione scorretta dei contenuti e delle loro relazioni e che possono più o meno compromettere l’apprendimento di argomenti successivi;

	è possibile imbattersi nelle vie della matematica dell’infelicità che generano un distacco dalla materia.



Abbiamo già trattato possibili tecniche utili per agevolare uno studio “felice” della matematica, accompagnate da spunti che, personalmente, ritengo utili per innescare stimoli e collegamenti a scuola. Aggiungiamo che empatia e pazienza, nelle interazioni tra docenti e studenti, e di studio, da parte di questi ultimi, possono influire in maniera positiva.

Ricordiamoci inoltre che la matematica può presentare delle difficoltà, ma che la parola “difficile” non è sinonimo di “impossibile”. A tal proposito, cito un grande classico della matematica che a scuola viene mal digerito dagli studenti: la regola di Ruffini. La regola si basa su un algoritmo utile che, attraverso il preciso posizionamento in una tabella dei coefficienti di un polinomio di grado maggiore o pari a 1, consente di trovare, con una serie di passaggi, quoziente e resto rispetto alla divisione del polinomio di partenza con un secondo polinomio di primo grado, entrambi rispetto a una certa lettera. In casi particolari, tale regola permette di esprimere un polinomio come prodotto di più polinomi. Metodi simili possono risultare laboriosi, per questo non sono solitamente i preferiti a scuola. Ma non possiamo farci nulla: la matematica risolve problemi e lo fa con tecniche in realtà essenziali, che prevedano meno passaggi possibili. Ma in alcuni casi, come nella tabella usata con Ruffini, non ne possiamo fare a meno, come capita anche in forma più acuita in altri algoritmi o in altri argomenti.

A tutti gli studenti che stanno leggendo queste pagine, sento inoltre di dare un consiglio: non diffidate dei vostri docenti quando vi chiedono di applicare, per risolvere un esercizio, un metodo diverso dal solito. Non è facile abbandonare una comfort zone, è vero, ma molto spesso bisogna prima conoscere le “novità”, poi abituarsi a nuove tecniche e solo successivamente, quando vengono padroneggiate con esperienza, si può decidere dove e quando applicarle per rendere il percorso più agevole. La matematica ha bisogno di tempo per fornire più strumenti utili, per abbattere credenze negative e per essere compresa in pieno, soprattutto se è stata lontana da noi per un po’ di tempo.

L’ultimo punto trattato mi offre un assist per collegarmi a un ulteriore aspetto che trovo utile analizzare per parlare di linguaggi della matematica. Innanzitutto, chi ha deciso che la matematica debba essere descritta nel modo che conosciamo? Chi ha deciso forme, segni e relazioni da usare per descriverne i contenuti? Ci ritroviamo in effetti con un’impostazione precisa che, come per l’italiano o per un’altra lingua, ha delle origini e ha avuto delle evoluzioni. La matematica, come l’ambito della comunicazione, lega inoltre le sue origini a delle necessità di popoli e persone. A tal proposito, perché, a un certo punto, una disciplina con risvolti concreti ha legato la sua forma all’astrazione? Questa domanda può generare spunti significativi, visto che il ragionamento in astratto, alle volte riconosciuto come prerogativa principale dei matematici anche nel loro modo di essere, può essere un aspetto che porta molte persone, in particolare i nostri studenti, a percepire la matematica come qualcosa che è distante dalla realtà.

Trovo giusto parlarne, per comprendere come la semiotica e la noetica si siano evolute a braccetto, fornendo in realtà degli strumenti e delle metodologie che non devono essere un punto di debolezza, anzi: dobbiamo comprendere come renderle in maniera assoluta un punto di forza, per capire in pieno la matematica e per applicarla nella realtà.

I contenuti analizzati in questa sezione aggiungono ingredienti al valore della matematica della felicità: accedere alla comprensione può richiedere sacrifici, sicuramente impegno. Alle volte non è nemmeno chiaro quale sia il reale obiettivo. Riuscire ad andare oltre si può, giungendo a una piacevole consapevolezza delle nostre abilità. E se lo sforzo è ampio, la soddisfazione lo è ancora di più. Ammettetelo: riuscire a risolvere un problema o un esercizio che riteniamo complesso non è forse un elemento della matematica della felicità?





TERZA PARTE

Come sei nata?





Storia e linguaggi della matematica




Mi piace cimentarmi, in classe, con le lezioni introduttive per nuovi argomenti. In questi casi, seguo solitamente un iter preciso: una sorta di set di articolazioni, utili per costruire uno “scheletro didattico” su cui modellare la lezione.

Ci sono tre articolazioni che ritengo decisive, relative a tre aspetti cruciali di una spiegazione:


	cosa stiamo per studiare;

	gli obiettivi da raggiungere;

	il senso dell’argomento.



Quando spieghiamo un esercizio o un teorema di matematica a qualcuno – che sia uno studente o meno – dobbiamo cercare di limare con cura, come già accennato in precedenza, il confine necessario tra gli ambiti del “che cos’è” e il “come si fa”. E questo può essere un problema. Ci sono fasi dell’apprendimento in cui è necessario abituarsi alle procedure da seguire per risolvere particolari esercizi, quindi di capire “come si fa” per riuscirci. Tuttavia, ce ne sono altre, fondamentali, in cui è importante capire quale sia il focus dell’argomento e come interpretarlo, a partire dal linguaggio della matematica e dai prerequisiti di cui necessitiamo. Abbiamo di fronte un tema e dobbiamo agire nell’ambito del “che cos’è”.

In particolare, nell’introduzione di un argomento nuovo in matematica possiamo esprimerci anche in termini di problemi collegati alla realtà, di applicazioni agli esercizi e di riferimenti storici. Soffermiamoci sull’ultimo punto: la storia della matematica ci permette di indagare sulle motivazioni che ci hanno portato, nel corso dei secoli, a studiare determinati argomenti, incluse le finalità. Inoltre, la storia e le origini della matematica ci consentono di descrivere contenuti in modo da renderli meno astratti, quindi probabilmente più accessibili. Se vogliamo, più “umani”. C’è anche altro: la storia della matematica permette di descrivere l’evoluzione di numeri, forme e metodi attraverso le chiavi di lettura dei popoli che li hanno approfonditi e utilizzati. Con l’evoluzione della matematica c’è un’interpolazione tra i linguaggi con cui viene studiata e interpretata, circostanza che può portarci ad alcune domande. Per esempio: come venivano svolti i calcoli prima della diffusione dei numeri indo-arabi che usiamo abitualmente? Come è nato il metodo utilizzato in geometria per “collegare” le proprietà delle figure? Per le equazioni sono sempre stati usati gli stessi simboli?

Partendo da queste e da altre domande possiamo costruire un percorso volto a dimostrare che l’evoluzione della matematica è il frutto di studi, analisi e scelte permeate da vincoli socioculturali e da un approccio critico, talvolta severo o scettico, da parte di chi ha avuto a disposizione le conoscenze di altri popoli per descrivere le proprie idee, in termini di contenuti e di linguaggio. La storia della matematica permette di confrontare interpretazioni e culture che, grazie a figure imponenti e a menti brillanti, hanno portato alla costruzione di questa disciplina.

Per queste ragioni, credo che la storia della matematica possa fornire spunti significativi per raggiungere o riconoscere la matematica della felicità e per descrivere un aspetto centrale di questo volume: il linguaggio della matematica. Abbiamo già osservato come tale aspetto possa risultare un ostacolo ma allo stesso tempo anche uno strumento utile per raggiungere la matematica della felicità. Il taglio storico permette di aggiungere elementi ulteriori alla causa.

I contenuti che ho scelto di trattare sono adatti per studenti di oggi e di ieri, ma anche per colleghi che hanno voglia di confrontarsi e in generale per persone curiose, che vogliono puntellare o accrescere la propria cultura generale. O per appassionati di matematica e delle sue applicazioni, ma meno consapevoli rispetto alla sua evoluzione storica.

Partiamo da una domanda: cosa significa la parola “matematica”?





Cosa significa “matematica”?




Quando pensiamo alla matematica, ci capita spesso di associarla all’idea di calcolo. Non c’è da stupirsi al riguardo: impariamo a fare i primi conti da piccoli e continuiamo a farne tanti nel nostro percorso di crescita, incontrando, nei quaderni a quadretti, espressioni aritmetiche, semplificazioni con i polinomi, problemi di geometria e tanti altri esercizi da svolgere.

Il ruolo del calcolo, in matematica, è importante, ma non può prescindere da quella che solitamente viene chiamata “teoria”. L’apparato teorico è alla base dello sviluppo della matematica e consente di associare metodo, deduzioni e dimostrazioni alla costruzione di una grammatica fondamentale per parlare, con cognizione di causa, di proprietà relative a numeri, lettere e forme, concatenate tra di loro da relazioni opportune. Tale caratteristica è racchiusa proprio nel significato della parola “matematica”.

Facciamo un salto nel passato fino ai tempi degli antichi Greci, protagonisti assoluti per gli sviluppi di questa disciplina tra il 600 a.C. e il 600 d.C., e in misura minore tra il IV e il VII secolo d.C., per ragioni che spiegheremo più avanti. Personaggi come Archimede, Pitagora, Talete, Euclide e Ipazia d’Alessandria sono tra i protagonisti della storia della matematica e dei contributi forniti dagli antichi Greci, in cui ritroviamo diversi argomenti che studiamo abitualmente a scuola – anche se rivisitati con un’impostazione più aggiornata –, con un linguaggio che, ai tempi, era caratterizzato fortemente dall’uso della geometria, anche nel campo dell’aritmetica e dell’algebra. La geometria era ritenuta uno strumento necessario, con le sue dimostrazioni, per parlare di matematica. Sono significative, per esempio, le costruzioni “riga e compasso” utilizzate per risolvere problemi.

Ma torniamo all’etimologia di “matematica”. Il termine pare essere legato alla scuola di Pitagora, straordinario personaggio che diede il suo nome al teorema forse più conosciuto al mondo (lo ricorderete senz’altro, è quello per cui possiamo calcolare la misura dell’ipotenusa di un triangolo a partire dalle misure dei due cateti; o la misura di un cateto a partire dalle misure dell’altro cateto e dell’ipotenusa).

Una premessa importante, e che ritengo doveroso ribadire, è che le notizie su Pitagora sono frutto di interpretazioni e ricostruzioni successive, come, in generale, la trasmissione del sapere greco.

Secondo una versione diffusa, Pitagora, nato a Samo, un’isola del mar Egeo, visse tra il VI e il V secolo a.C. ed ebbe la possibilità di studiare molta della matematica nota ai suoi tempi grazie alla vicinanza della città di Mileto, in cui sorgeva la scuola di Talete, altro importante filosofo e matematico. Mileto era un porto strategico dell’antica Ionia, sulle coste dell’Asia Minore (l’attuale Turchia) e ben collegata via mare con l’antico Egitto e via terra con Babilonia, le due civiltà a cui sono associati i ritrovamenti più antichi di scrittura matematica. Dopo una serie di viaggi, Pitagora fondò, nella colonia greca di Crotone, una scuola dove lo studio della matematica risultò centrale. L’ammissione alla “scuola dei pitagorici” era tutt’altro che scontata: pare infatti che gli aspiranti discepoli venissero fatti seguire in segreto, in modo da verificarne la condotta, e, dopo aver dimostrato di avere una vita basata su sani principi, dovevano superare alcune prove.

Inizialmente, i nuovi studenti ascoltavano le prime lezioni senza poter nemmeno incontrare il maestro. Per passare al livello successivo, che garantiva l’accesso alle teorie dei pitagorici ad ampio raggio, gli studenti dovevano acquisire padronanza e dimostrare dimestichezza con le tecniche utili per svolgere le dimostrazioni. Solo dopo aver superato questo ulteriore ostacolo, diventavano ufficialmente mathematikòi, ovvero “matematici”. Il significato del termine è legato alla parola greca màthema, che vuol dire “studio”, “conoscenza”. Il significato di “matematica”, quindi, può essere interpretato ed esteso come una sorta di esercizio della conoscenza, dovuta alla capacità di deduzione.

Uno strumento forte, fondato su un linguaggio da appendere e applicare in modo corretto e con la giusta dose di pazienza. Prima di ogni applicazione, densa di esercizi, ma anche di proprietà, collegamenti e dimostrazioni.





Geometria, aritmetica e algebra

Partiamo dalle origini




Gli antichi Greci sono tra i protagonisti indiscussi della storia della matematica, per contenuti proposti e per lo sviluppo del pensiero razionale che la caratterizza. Tuttavia, possiamo sottolineare la presenza di elementi di aritmetica, geometria e algebra anche in civiltà anteriori. Ritroviamo, in periodi precedenti alla civiltà greca, testimonianze di simboli e sistemi numerici, calcoli e algoritmi per operazioni, risoluzioni di problemi geometrici e di equazioni, in particolare tra i Babilonesi e gli Egizi.

Le prime tracce della “matematica babilonese” sono conservate su tavolette d’argilla, che sembrano risalire al 2000 a.C., al periodo dell’Antico impero (1900-1650 a.C.) e al Nuovo impero babilonese (tra il 600 a.C. e il 300 d.C.). I Babilonesi utilizzavano un sistema di numerazione cuneiforme in base 60, come testimoniano i testi più antichi, risalenti addirittura al III millennio a.C., in cui sono contenute informazioni di natura commerciale, con riferimenti a pesi e misure, quindi a quantità numeriche.

Apriamo una parentesi: cosa intendiamo per sistema in base 60? Partiamo dai nostri numeri, che derivano dal sistema indo-arabo, le cui cifre costituiscono i simboli con cui costruiamo, per esempio, un qualsiasi numero intero sfruttando un sistema posizionale. In questo apparato, ogni cifra ha un significato diverso in base alla posizione che occupa. Per esempio, nel numero intero 15305, osserviamo che il 5 appare in due posizioni, con due valenze diverse: la cifra “più a destra” viene chiamata solitamente unità, mentre l’altra è nell’ordine delle migliaia e nel sistema posizionale in base 10, detto anche sistema decimale, sono abbinate a diverse potenze di 10, come tutte le altre cifre del numero. Nell’esempio considerato:


15305 = 1 . 104 + 5 . 103 + 3 . 102 + 0 . 101 + 5 . 100



Inoltre, sfruttando potenze a esponente intero negativo, possiamo scrivere con lo stesso criterio anche i numeri decimali.

A tal proposito, osserviamo che con le proprietà delle potenze si può verificare, per esempio, che moltiplicare un numero per 10−3 equivale a dividerlo per 103.

Quindi potremmo riscrivere il numero decimale 0,001 come segue:
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Con questa tecnica, possiamo esprimere un numero decimale limitato, con una sola cifra, e non intera, diversa da 0, come il prodotto di tale cifra per una potenza con base 10 ed esponente pari alla posizione decimale occupata dalla cifra, contata dopo la virgola da sinistra verso destra, con segno negativo.

Procediamo quindi con tale criterio per un numero con più cifre diverse da 0, come 752,387 che può essere scomposto come:


752,387 = 7 . 102 + 5 . 101 + 2 . 100 + 3 . 10-1 + 8 . 10-2 + 7 . 10-3



Osserviamo che le posizioni decimali risultano abbinate con la prima cifra decimale che corrisponde all’esponente -1, la seconda a -2, la terza a -3 eccetera.

Un sistema simile ci permette di lavorare con gli algoritmi noti per le operazioni di addizione e sottrazione, in cui sfruttiamo passaggi continui da un ordine di potenza a un altro – per esempio, quando utilizziamo un riporto per le addizioni o il “prestito” di una decina per sottrarre le cifre presenti nelle posizioni delle unità – e di moltiplicazione e divisione. Il nostro sistema decimale sfrutta questo principio e probabilmente non vi facciamo nemmeno caso, limitandoci ad applicarlo nelle operazioni. Questo sistema non esiste da sempre ed è frutto di una contaminazione tra l’Europa con gli Arabi e con la tradizione indiana. Quello babilonese, invece, sfrutta le potenze di 60, numero che si traduce nella stessa quantità di cifre di base di questo impianto. Tale sistema, quindi, porterebbe a scrivere, per esempio, il numero 141 come un’espressione a due cifre definita dall’accostamento di due simboli cuneiformi che definiscono rispettivamente i valori “due” e “ventuno”, poiché possiamo riscrivere in numero considerato, in base 60, come segue:


141=2·601+21·600



Passiamo all’algebra: nei Babilonesi ritroviamo lo studio di equazioni e la conoscenza, per esempio, della formula per le equazioni di secondo grado, almeno per casi particolari. La loro geometria, invece, trova applicazioni nella risoluzione di problemi pratici e nell’agrimensura. I Babilonesi conoscevano proprietà dei triangoli, per esempio quella che noi occidentali ritroviamo nel teorema di Pitagora. Il riferimento al celebre teorema è stato dedotto dall’interpretazione del contenuto della tavoletta d’argilla Plimpton 322, risalente, pare, al 1800 a.C. Secondo gli esperti, vi ritroviamo una serie di “terne pitagoriche”, ossia gruppi di tre numeri attribuibili alle misure dei due cateti e dell’ipotenusa di triangoli rettangoli, che rispettano la relazione espressa dal teorema di Pitagora secondo cui: Il quadrato dell’ipotenusa è pari alla somma dei quadrati dei due cateti.

La tavoletta, chiamata così per il numero di catalogazione associato al reperto di George Arthur Plimpton (filantropo e amante di antichità) è conservata con l’intera collezione Plimpton alla Columbia University a partire dal 1936, anno della morte del collezionista e per suo stesso volere.

Per quanto riguarda la matematica egiziana, osserviamo innanzitutto che i contenuti rinvenuti sono conservati su papiro. Tra quelli interpretati, è possibile dedurre che il sistema numerico adottato dagli Egizi prevedeva una scrittura da destra verso sinistra, con l’utilizzo di simboli specifici per le cifre da 1 a 10 e per alcune potenze di 10. Il sistema numerico degli Egizi non è posizionale, ma di natura additiva, in cui un numero è definito dalla somma dei valori usati per rappresentarlo. Ritroviamo questa impostazione nei numeri romani in cui, per esempio, il numero 13 viene espresso come XIII: il suo valore si può ottenere sommando i quattro simboli utilizzati, con cui associamo “X” al 10 e “I” al numero 1. Quindi XIII equivale a:


10 + 1 + 1 + 1 = 13



Curiosità: i numeri babilonesi da 1 a 59 si ottengono seguendo criteri additivi. I simboli ottenuti, come già osservato, vengono utilizzati in un sistema posizionale.

Come i Babilonesi, anche gli Egizi maneggiavano alcune frazioni. In generale, nei papiri egiziani ritroviamo le soluzioni di problemi associabili ad antiche equazioni algebriche di primo grado in un’incognita, mentre la geometria non era separata dall’aritmetica e applicata a problemi di natura pratica. Gli Egizi possedevano formule di geometria solida, come quella per il calcolo del volume del tronco di piramide. Tra i documenti più celebri rinvenuti abbiamo il Papiro Rhind, che prende il nome del suo scopritore, l’antiquario ed egittologo Henry Rhind, e che pare risalire al 1700 a.C. Il documento, che contiene più di ottanta problemi con relative soluzioni, è noto anche con il nome di Papiro Ahmes, in onore del suo autore ed è conservato al British Museum. Un’altra fonte significativa, per la conoscenza del lavoro degli Egizi, è data dal Papiro di Mosca, datato al 1850 a.C. e conservato nel Museo delle Belle arti di Mosca. I due papiri contengono complessivamente più di cento problemi con relative soluzioni, a cui si aggiungono fonti minori risalenti al periodo greco e al periodo romano della storia egizia, tra il IV secolo a.C. e il IV secolo d.C.

Sebbene Babilonesi ed Egizi possedessero e utilizzassero elementi di matematica, con applicazioni anche in astronomia e per le funzioni di natura amministrativa, è con i Greci che riscopriamo una forma organizzata più vicina all’impostazione e al metodo a cui siamo abituati. Anche se, per arrivare a un linguaggio completamente riconoscibile rispetto alle nostre abitudini, c’è ancora molta strada da fare.

La stessa etimologia dei termini “aritmetica” e “geometria” deriva dal greco. In particolare:


	“aritmetica” deriva da arithmòs, che vuol dire “numero”. Da cui arithmetiké tèchne, o più brevemente arithmetiké: “l’arte dei numeri”. Come il “ritmo”, scandito da una sequenza di battiti che possiamo contare con numeri interi – 1, 2, 3, 4, 5 –, l’aritmetica riserva un ruolo cruciale a tali numeri, ai loro rapporti reciproci e al calcolo di espressioni;

	“geometria” dal greco gheometrìa, significa “misurazione della Terra”, da cui leggiamo lo studio della geometria come misura tra distanze, angoli e forme terrestri, rispetto alle loro proprietà.



In geometria incontriamo diversi termini con etimologia derivante dal greco. Non è un caso: i Greci consideravano la geometria come il cuore dello sviluppo della matematica, con cui studiare anche problemi di aritmetica e algebra, astronomia, ottica e meccanica. La geometria dei Greci, inoltre, era accompagnata dal metodo deduttivo che definisce una sorta di collante tra le proprietà delle figure geometriche, proposte, in particolare, in una delle opere di matematica più importanti della storia dell’umanità: gli Elementi di Euclide.

Nell’opera, composta presumibilmente nel IV secolo a.C., Euclide di Alessandria raccoglie risultati di geometria noti ai suoi tempi, ne aggiunge altri e li espone complessivamente mettendoli in relazione tra loro.

Nella geometria euclidea vengono descritte le proprietà di figure o meglio di enti geometrici come rette, segmenti, angoli, poligoni, cerchi e solidi. Per ritenere valida un’affermazione sugli enti geometrici abbiamo bisogno, in generale, di una dimostrazione che attesti la validità di una particolare proprietà, che prende il nome di proposizione o teorema, utilizzando particolari criteri e partendo da affermazioni già dimostrate in precedenza.

Queste ultime, essendo valide, devono quindi dipendere da altre affermazioni già dimostrate che, a loro volta, devono quindi risultare dimostrate a partire da ulteriori proposizioni valide. In pratica, ogni proprietà relativa agli enti geometrici è dedotta da “catene” di dimostrazioni.

Quest’approccio ha però un limite: quali sono le prime proprietà da cui partire se ogni proposizione deve essere dimostrata da altre proposizioni valide? Ne deduciamo che deve essere fissato un gruppo di affermazioni di partenza, da accettare senza dimostrazione: proposizioni da considerare vere e da cui dedurre le altre. Euclide ne individua cinque e le chiama postulati, aggiungendo anche delle nozioni comuni da poter utilizzare nello svolgimento delle dimostrazioni. Possiamo formulare i postulati, in chiave aggiornata, come segue.


	Risulta possibile tracciare un segmento da ogni punto a ogni punto.

	Risulta possibile prolungare con continuità un segmento in una retta.

	Risulta possibile tracciare una circonferenza con qualsiasi centro e raggio.

	Tutti gli angoli retti sono uguali tra loro.

	Se una retta, intersecandone altre due, forma nello stesso semipiano angoli interni con somma minore di due retti, allora le due rette si incontrano in tale semipiano.



La geometria euclidea propone anche uno studio di aritmetica e di algebra, indagando le proprietà di rapporti e proporzioni con segmenti e grandezze commensurabili o associando a polinomi particolari enti geometrici. Per esempio: non è forse vero che l’espressione xy, ovvero “x per y”, può essere intesa come l’area di un rettangolo di base pari a x e altezza pari a y, quindi pari al prodotto di “base per altezza” che corrisponde a xy?

La geometria di Euclide è un chiaro esempio di come il linguaggio della matematica, inteso non solo rispetto alla semiotica ma anche nelle relazioni che intercorrono tra i vari contenuti – e nel modo in cui vengono studiati, come nel caso della geometria applicata all’algebra –, si sia evoluto nel tempo e rispetto all’approccio delle civiltà che se ne sono occupate. La stessa “rivoluzione” euclidea, che fornisce alla geometria un apparato più teorico rispetto ad altre tradizioni, subirà critiche e innovazioni nel tempo, con spunti importanti risalenti al XIX secolo.

Restando sul tema del linguaggio, torniamo all’aritmetica e ai sistemi numerici: usiamo abitualmente i numeri indo-arabi, che fra queste pagine non abbiamo ancora introdotto sul piano storico. Tuttavia, riusciamo comunque a parlare di contenuti di matematica sviluppati in periodi in cui esistevano altri simboli e strategie per definire numeri e tecniche per eseguire i calcoli. Ha senso, quindi, porre alcune domande: da quando esistono i numeri indo-arabi e perché è vantaggioso adottarli? Come hanno cambiato gli sviluppi della matematica? Prima del loro avvento in Europa, come venivano svolti i calcoli nelle espressioni e nei problemi di geometria?

Cominciamo a parlarne, introducendo un’altra civiltà a cui risale anche l’etimologia della parola “algebra”: gli Arabi.





Che mondo sarebbe senza numeri arabi?




L’impatto iniziale con il termine “algebra” potrebbe deludervi: deriva dall’arabo al-jabr, che significa “ristabilire”. In questo riferimento, non sembra esserci un richiamo agli obiettivi di questa branca della matematica, che si occupa di polinomi, particolari equazioni, disequazioni e sistemi e che non disdegna lo studio e l’utilizzo di numeri negativi e irrazionali. Da studenti, incontriamo complessivamente l’algebra nel periodo delle medie quando cominciamo a studiare i numeri interi, positivi e negativi, il calcolo letterale e le equazioni algebriche intere, di primo grado, in un’incognita, dove lavoriamo con le uguaglianze tra polinomi.

Detto questo, al-jabr è in realtà solo la prima parte del titolo di un importante testo arabo, risalente al IX secolo, intitolato Al-jabr w’al muqâbala, in cui l’espressione iniziale indica la pratica di “ristabilire” l’uguaglianza tra i membri di un’equazione, ossia tra le due espressioni posizionate nelle parti opposte rispetto al segno “uguale”. Il riferimento è a ciò che accade, per esempio, quando spostiamo un termine da un membro all’altro di un’equazione, facendo attenzione nel cambiare il suo segno.

Tra le innovazioni più importanti, proposte nel testo arabo scritto dal matematico e astronomo Al-Khowârizmî – dal cui nome sembra che derivi il termine “algoritmo” – troviamo sicuramente l’utilizzo del sistema posizionale decimale, con le cifre indo-arabe.

Questo sistema numerico, adottato nella tradizione indiana e poi dagli Arabi, ha proprietà impressionanti, che abbiamo in parte introdotto.

In epoca moderna tendiamo a darle per scontate, ma se proviamo a rifletterci e a immergerci nello stato d’animo di chi, in passato, li ha proposti e di chi li ha adottati successivamente, paragonandoli ad altri sistemi e relative tecniche e strumenti di calcolo, possiamo renderci conto dei vantaggi che propongono sul piano tecnico.

C’è un’altra domanda chiave a cui rispondere, sui numeri indo-arabi: come si sono diffusi globalmente? Per capirlo, dobbiamo compiere un viaggio nella storia e tornare in Europa dove, a partire dal XII secolo, cominciarono ad affacciarsi, appunto, i “nuovi numeri”.

L’introduzione su vasta scala del sistema decimale vede tra i suoi principali protagonisti un personaggio che abbiamo già incontrato: Leonardo Fibonacci, ovvero Leonardo Pisano detto “Fibonacci”, che potrebbe derivare da “figlio di Bonacci”. Fibonacci utilizzò le sue conoscenze di fonti arabe e greche per la stesura della sua celebre opera, il Liber Abbaci, noto anche come Liber Abaci, risalente agli inizi del XIII secolo.

Osserviamo, comunque, che il sistema indo-arabo e le relative tecniche di calcolo erano già noti, a quei tempi, in Europa, anche se in forma non diffusa: il sistema decimale indo-arabo era stato accolto dall’alverniate (l’Alvernia è una regione della Francia) Gerberto d’Aurillac, che cominciò a introdurlo, in particolare, tra il X e l’XI secolo, periodo che lo consegnerà alla storia con il nome di papa Silvestro II.

Le fonti che avrebbero portato Gerberto d’Aurillac alla conoscenza dei numeri indo-arabi sembrano legate a un contatto con i Mori, in Spagna. D’altra parte, la più antica testimonianza, in Europa, sui numeri indo-arabi risale al X secolo e riguarda il manoscritto Codex Vigilanus, ritrovato in un monastero della Spagna settentrionale, ora conservato in un museo di Madrid.

Per Fibonacci, invece, sembra che sia risultata decisiva la sua formazione intellettuale: figlio di un mercante pisano, il matematico del Liber Abbaci si ritrovò a studiare in Africa settentrionale e a viaggiare in Egitto, in Siria e in Grecia.

La rivoluzione avviata da Fibonacci in Europa – nei due secoli circa che lo separano da Gerberto d’Aurillac, non si registrano sviluppi significativi dell’utilizzo dei numeri indo-arabi – fu profonda, epocale e a tratti anche osteggiata, secondo diverse letture.

Tali riferimenti riguardano la contrapposizione tra due “fazioni” di matematici, in disaccordo nella preferenza di sistemi e tecniche di calcolo.

In particolare, il gruppo degli abacisti sosteneva l’utilizzo dell’abaco, strumento che ha origini antiche, risalenti almeno a circa duemila anni fa. L’abaco è stato utilizzato da Cinesi, Greci, Romani ed è rimasto in uso, in Europa, fino al XVIII secolo. L’abaco “a gettoni” è suddiviso in colonne che possono simboleggiare le cifre di unità, decine, eccetera ma anche di cifre decimali e permette, con particolari algoritmi, di procedere alle quattro operazioni.

Nella Figura 41, troviamo un modello di pallottoliere chiamato suan pan in cui su ogni stecca sono posizionate, nella parte inferiore, gettoni che simboleggiano cifre pari a 1 mentre in quelle della parte superiore le cifre sono pari a 5.
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Figura 41

Il gruppo degli algoristi, o algoritmisti, sosteneva invece le “nuove” cifre del sistema decimale per le operazioni, ritenendo le procedure di calcolo possibili più efficaci e veloci, utilizzando carta e calamaio.

La “disputa” sembra essersi protratta per qualche secolo, con sfide tra abacisti e algoristi registrate durante il Rinascimento. Tuttavia, l’innovazione legata ai numeri indo-arabi risultò vantaggiosa per un approccio al calcolo che risulta, nel complesso, più efficace rispetto ad altri casi. In particolare, il sistema decimale prevede l’introduzione di un simbolo per lo “zero” che non è presente, per esempio, tra i numeri romani. Nella composizione dei numeri indo-arabi, come abbiamo già notato in precedenza, una cifra assume un significato preciso in base alla posizione occupata. Per esempio, possiamo ottenere il numero 15 e il numero 51 disponendo le cifre 1 e 5 in due sequenze ordinate diversamente, ma mentre nel primo caso la cifra 1 è nella posizione delle decine con il 5 è nella posizione delle unità (per cui 15 = 1 . 10 + 5), nel secondo, invece, il 5 è nella posizione delle decine mentre l’1 è in quella delle unità (per cui 51 = 5 . 10 + 1). Questa suddivisione ci permette di effettuare le quattro operazioni fondamentali con regole non adattabili ad altri sistemi, come quelli additivi. Riprendiamo ancora, come esempio, i numeri romani: le cifre 5 e 1 corrispondono rispettivamente ai simboli V e I che, ma disposti nelle due sequenze differenti, definiscono i valori VI, pari a 6 e IV – che in forma additiva, era in origine espresso come IIII – ossia 4. Se proviamo, per esempio, a sommare i due numeri utilizzando i due linguaggi, possiamo osservare che dall’addizione tra gli indo-arabi 15 e 51 otteniamo come risultato 66, deducibile con il tradizionale metodo in colonna, con cui sommiamo tra loro prima le unità e poi le decine. Cosa succede se sommiamo, invece, i romani VI e IV? Osserviamo che non è possibile applicare la stessa tecnica: non esistono, nei due numeri romani, decine e unità abbinabili, malgrado i due numeri siano entrambi composti da due simboli. Certo, l’abaco permetterebbe di effettuare comunque le operazioni di addizione, sottrazione, moltiplicazione e divisione senza l’uso dei simboli indo-arabi, ma con diverse limitazioni, algoritmi più complessi e minore praticità, in particolare per numeri con molte cifre.

Prima di proseguire il nostro viaggio nella storia della matematica, osserviamo che a partire dal XIV-XV secolo la matematica europea viene caratterizzata dal recupero di testi e contenuti risalenti all’Antica Grecia, che hanno rischiato di risultare perduti senza il contributo degli Arabi. Esiste la possibilità di concatenare tali esperienze, intendendole come anelli di una catena storica più lunga con cui esprimere, cronologicamente, l’evoluzione della matematica. Per questi motivi, trovo utile implementare la nostra sintesi di storia della matematica, approfondendo ancora la produzione di popoli rispetto agli studi precedenti alle evoluzioni registrate nell’Europa del Medioevo e col Rinascimento.





Popoli, linguaggi e culture della matematica




Riavvolgiamo il nastro e ripartiamo con il nostro viaggio storico. Ma consentitemi un’altra premessa, cruciale: per comprendere meglio alcuni contenuti di questa sezione, useremo spesso i numeri indo-arabi, i simboli delle operazioni e il linguaggio del calcolo letterale che utilizziamo abitualmente, anche se non erano propri di tutte le civiltà di cui parleremo. Dobbiamo aspettare il XVI secolo per l’ampia diffusione dei simboli delle quattro operazioni e di altre convenzioni relative al calcolo letterale. Prima di allora, difficile immaginarsi, per esempio, un’equazione nella forma 7x + 5 = 5x. Per entrare nello spirito dei tempi, dobbiamo prima provare a immedesimarci in altri alfabeti con cui parlare in matematichese.

Gli Egizi

Partiamo dai numeri: gli Egizi maneggiavano alcune frazioni e possedevano un sistema numerico additivo, caratterizzato da simboli particolari per i numeri interi da 1 a 10 e per le potenze di 10, con esponenti da 1 a 7. Inoltre, non ci sono tracce dello 0.

Per una descrizione sintetica, ma esaustiva, possiamo elencare tre sistemi numerici adottati dagli Egizi: il sistema geroglifico, il sistema ieratico e il sistema demotico. I primi due sono legati agli albori della storia egizia, mentre il terzo è una variante popolare della notazione ieratica risalente al periodo greco e a quello romano.

Per esempio, nel sistema geroglifico possiamo scrivere 221 così:
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Figura 42

Leggendo le cifre da destra verso sinistra abbiamo “due volte cento”, “due volte dieci” e “una volta uno”, quindi:


2 . 100 + 2 . 10 + 1 = 221



Gli Egizi svilupparono tecniche di calcolo particolari per lo svolgimento di addizioni, sottrazioni, moltiplicazioni e divisioni tra numeri interi positivi. In particolare, nella moltiplicazione e nella divisione era possibile utilizzare una serie di duplicazioni e dimezzamenti, da combinare in maniera opportuna. Facciamo un esempio. Consideriamo l’operazione 13 × 12 e svolgiamo i seguenti calcoli: 13 × 1 = 13; 13 × 2 = 26; 13 × 4 = 52 e 13 × 8 = 104. Osservando che 13 × 12 = (13 × 4) + (13 × 8) sommiamo il terzo e il quarto risultato, ottenuti in precedenza, arrivando al valore 52 + 104 = 156.

In generale, la matematica egiziana era legata alla risoluzione di problemi pratici, in particolare nell’ambito amministrativo, in agricoltura e in astronomia.

Come per i Babilonesi, nei papiri egiziani ritroviamo elementi di aritmetica, algebra e geometria, con un uso quasi assente di simbolismo. Diverse tecniche di risoluzione venivano verificate nell’ambito della realtà, con algoritmi particolari per la risoluzione di problemi.

I Babilonesi

Come già osservato, la conoscenza della produzione babilonese deriva principalmente da antiche tavolette d’argilla, in cui riscopriamo elementi di aritmetica, algebra e geometria. Il sistema di numerazione è posizionale, cuneiforme e in base 60, quindi con una rappresentazione più articolata dei numeri rispetto a quella a cui siamo abituati.

L’aritmetica e l’algebra prevedevano:


	l’utilizzo di numeri interi e frazioni e di particolari sistemi per lo svolgimento di operazioni e calcoli. Troviamo applicazioni nell’ambito dell’astronomia;

	abilità di calcolo delle soluzioni di equazioni particolari.



Le formule geometriche legavano la loro natura empirica a un utilizzo pratico.

L’utilizzo di un sistema numerico posizionale consentì ai Babilonesi di eseguire i calcoli con procedure analoghe alle nostre. Come gli Egizi, anche i Babilonesi raccoglievano calcoli in tabelle, utilizzate per trovare i numeri reciproci – coppie di numeri che, moltiplicati tra loro, forniscono come risultato 1 -, i cubi, le potenze e radici quadrate e cubiche. Inoltre, ci sono testimonianze di operazioni tra numeri irrazionali in una tavoletta risalente al periodo dell’Antico Impero.

I Babilonesi sfruttarono la loro abilità nei calcoli elementari anche per la risoluzione di equazioni e sistemi.

Le “equazioni babilonesi” rientravano nell’ambito di un’algebra retorica, con un linguaggio che prevedeva riferimenti a termini geometrici. Per esempio, nelle equazioni a un’incognita, l’espressione analoga a un simbolo moderno, spesso indentificato con la x, era la parola “lato”, mentre a due incognite venivano associate espressioni come “lunghezza” e “larghezza”. Nel caso di una terza incognita, si aggiungeva “altezza”.

In generale, come per la produzione egiziana, la matematica babilonese non aveva tra le sue caratteristiche principali l’astrazione. Le tecniche di dimostrazione risultano espresse, invece, in chiave retorica con una forma discorsiva. Non si ritrova l’utilizzo di un metodo deduttivo che, come nella geometria euclidea, consente di dimostrare la validità di teoremi partendo da postulati o assiomi.

La tradizione cinese

Partiamo dalle fonti. I testi più antichi disponibili della matematica cinese, di cui non conosciamo gli autori, sono:


	il Chou Pei Suan Ching, risalente a un periodo compreso tra il VI e il III secolo a.C., in cui vengono trattate le operazioni aritmetiche, calcoli astronomici, studi sulle frazioni e in cui ritroviamo il teorema di Pitagora, probabilmente noto, come nel caso dei Babilonesi, prima dell’epoca in cui visse lo stesso Pitagora;

	il Suan Shu Shu, risalente a un periodo compreso tra il IV e il II secolo a.C., che tratta principalmente aritmetica, operazioni con le frazioni e applicazioni di natura geometrica;

	il Chu Chang Suan Shu, che dovrebbe risalire a un periodo compreso tra il IV e il III secolo a.C., in cui ritroviamo anche il tema dell’estrazione delle radici, le soluzioni di particolari sistemi di equazioni, triangoli rettangoli, aree e volumi.



Notiamo che anche la tradizione cinese antica, come quelle già esposte, propone contenuti e studi di proprietà di aritmetica, geometria e algebra, con diverse applicazioni che spaziano nei campi dell’agricoltura, dell’astronomia e del commercio.

I numeri cinesi, invece, hanno subito diverse evoluzioni nella storia. Quelli che ci appaiono nelle ossa oracolari Shang sembrano risalire a un periodo storico compreso tra il XVI e il XII secolo a.C.

In questo sistema numerico sono previsti dieci simboli differenti per i numeri interi da 1 a 10, con rappresentazioni particolari per i numeri 1000, 100 e 20. Deduciamo da tale sistema anche l’utilizzo di un principio moltiplicativo per indicare, in ogni posizione, le quantità di decine, centinaia, migliaia, eccetera, ancora più evidente in un sistema introdotto successivamente in cui, per esempio, per indicare tre decine si utilizza una coppia di simboli per esprimere “3 volte 10”. Lo stesso criterio risultava valido per tutte le cifre “a sinistra” dell’unità.

Ulteriori evoluzioni portarono, invece, all’adozione di un sistema posizionale, probabilmente scaturito per questioni di comodità per esigenze commerciali e di altra natura. Il nuovo sistema portava in dote l’utilizzo di strumenti per il calcolo, le bacchette, la cui forma richiama le componenti dei simboli numerici risalenti almeno al XIV secolo. Questo sistema prevedeva l’uso di due gruppi di elementi, ciascuno dei quali costituito da dieci simboli da usare in forma alternata: gli tsung, utilizzati per unità, centinaia, decine di migliaia ecc. e gli hêng, utilizzati per decine, migliaia, eccetera.
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Figura 43

L’idea dei due gruppi distinti – in figura le cifre sono disposte da 1 a 9 sia nella prima riga per gli tsung che per gli hêng – non vuole tradire la natura del sistema posizionale decimale, ma pare che il secondo sia stato inserito per evitare equivoci dal solo utilizzo del primo.

Questo sistema numerico prevede l’utilizzo di algoritmi specifici per lo svolgimento di operazioni che seguono le procedure di uno strumento, in uso dal II secolo a.C., che abbiamo già citato e che soppiantò l’uso delle bacchette a partire dal XIII secolo: l’abaco.

Il suan pan, il tipico pallottoliere cinese descritto precedentemente, è una particolare tipologia di abaco.

La produzione cinese meriterebbe ulteriori approfondimenti che rimandiamo ad altre sedi, per esempio riguardo all’uso di schemi come il quadrato magico, o l’approfondimento del periodo storico relativo a opere influenti nell’evoluzione della matematica cinese, risalente al VII secolo e a un arco di tempo compreso tra il XIII e il XIV. Ritroviamo in questi anni una raccolta di classici più datati e testi inerenti alle equazioni algebriche di vario grado, applicazioni del teorema di Pitagora, progressioni geometriche e sistemi a più incognite.

L’Antica Grecia

Prima di parlare di matematica in senso stretto, due parole sui numeri.

I sistemi di numerazione legati agli studi dei Greci sono:


	il sistema di numerazione attica, fondato sulla base 10, di tipo additivo, con simboli particolari per il numero 5 e per le potenze di 10. Il sistema attico presenta analogie con quello romano, anche se caratterizzato da simboli e da combinazioni, per esprimere alcuni numeri, differenti. Tale sistema compare in iscrizioni risalenti a un periodo compreso tra il V e il I seeolo a.C.;

	il sistema di numerazione ionica, caratterizzato dall’uso di simboli alfabetici e con cui veniva introdotto un parziale uso del sistema posizionale. Tale sistema era probabilmente in uso dal V secolo a.C. e sembra essere stato adottato largamente nel III secolo a.C.



In questo periodo, la matematica tende a svilupparsi come scienza che trova nell’astrazione e nell’arte della dimostrazione un riferimento imprescindibile.

I due periodi di riferimento per la matematica dei Greci sono noti con i nomi di età classica, compresa tra il VI e il IV secolo a.C., e di età ellenistica,1 detta anche alessandrina per la centralità della città di Alessandria d’Egitto nello sviluppo della matematica e della cultura greca in generale, definita tra il III secolo a.C e il VI secolo d.C. In base ai periodi di riferimento e alle scuole e ai principali centri di studio possiamo sviluppare una lettura della straordinaria opera dei Greci in termini di metodo e linguaggio della matematica, dei contenuti prodotti e dei grandi personaggi che ne hanno fatto parte. Come accennato in precedenza, ciò che conosciamo sulla matematica dei greci si basa essenzialmente sulla tradizione e non su fonti primarie. Sappiamo in ogni caso che i greci utilizzavano papiri, ma le loro opere originali, per eventi di natura sociopolitica, andarono in gran parte distrutte. Ciò che abbiamo è frutto di ricostruzioni successive.

La scuola di Talete

Fondata tra il VII e il VI secolo a.C. a Mileto, fu tra le più eminenti dell’età classica. Il porto di Mileto, come si è detto, era strategico sul piano commerciale ed era ben collegato via mare con l’antico Egitto e via terra con Babilonia, da cui potrebbero essere pervenute conoscenze pregresse di matematica. La scuola di Talete si occupò di aritmetica, geometria e astronomia. Secondo alcune interpretazioni, Talete predisse l’eclissi di Sole del 585 a.C. Presso la sua scuola studiarono filosofi come Anassimandro e Anassimene. Al nome del maestro Talete è associato un importante teorema di geometria sui rapporti tra i segmenti “staccati” da un fascio di rette parallele su due rette trasversali.

Alla figura di Talete è associato un aneddoto sulla misura dell’altezza delle piramidi, ottenuta grazie all’ombra di un bastone. Secondo Talete, piantando un bastone sulla sabbia e aspettando che la sua ombra risulti pari alla sua lunghezza, è possibile misurare “a terra” l’altezza della piramide grazie alla sua ombra, dato che, nell’istante considerato in cui l’ombra del bastone copre la sua lunghezza, l’ombra degli oggetti sulla sabbia ci condurrà a misurare la lunghezza degli oggetti stessi.

L’aneddoto sfrutta un principio dell’ottica geometrica secondo cui, a livello macroscopico, possiamo considerare la luce come costituita da raggi rettilinei. Si può inoltre supporre che i raggi che investono un’area della superficie terrestre giungano paralleli tra loro, per via delle dimensioni del Sole, comparate a quelle della Terra e per la loro distanza.

La scuola pitagorica

La scuola pitagorica prende il nome dal maestro Pitagora. Sembra che il celebre matematico, nato, come si è detto, nell’isola di Samo, non molto distante dalla città di Mileto dove probabilmente si confrontò con gli studi di Talete, abbia avuto contatti anche con la matematica di Egizi e Babilonesi prima di stabilirsi a Crotone, dove fondò una scuola. L’attività dei pitagorici sembra concentrarsi tra il VI e il V secolo. a.C., legata a un approccio razionale alla matematica e a un uso più diffuso delle tecniche di dimostrazione in geometria, alla centralità dei numeri interi e allo studio della teoria dei numeri. In particolare, lo studio dei rapporti tra numeri interi trova riscontro nel tema della commensurabilità che, in geometria, consiste nel confronto tra grandezze, come due segmenti, il cui rapporto risulta descrivibile da una frazione, quindi da un numero razionale.

La matematica dei pitagorici si addentrava anche nell’ambito dell’astronomia e della musica. Il celebre teorema di Pitagora è attribuito a questa scuola anche se, come abbiamo già osservato, è un risultato che sembra appartenere anche ad altre tradizioni.

Furono membri di questa scuola Filolao e Archita.

A Filolao sembrano legati una storia del pitagorismo che permise a Platone di conoscere i pitagorici e una particolare concezione del numero 10, con riferimenti di natura astronomica, mentre incontreremo Archita più avanti.

Un problema che destò scalpore tra i pitagorici è legato all’incommensurabilità dei rapporti, ossia all’impossibilità di descrivere il rapporto tra due segmenti come rapporto tra numeri interi.

Sembra che la scoperta di tale possibilità sia legata a una contraddizione riscontrata proprio nel celebre teorema di Pitagora su un problema legato ai quadrati, superabile accettando che il rapporto tra la diagonale del quadrato e il suo lato è pari a [image: ], ossia a un numero irrazionale, quindi non esprimibile come un rapporto tra interi.

Pare che i pitagorici non riuscissero ad accettare una scoperta del genere, probabilmente convinti di poter impostare la loro produzione sulle proprietà dei numeri interi e sulle grandezze commensurabili.

Inoltre, i pitagorici rappresentavano i numeri interi attraverso dei ciottoli e ne caratterizzavano le loro proprietà rispetto alla loro disposizione.

Per esempio, un numero quadrato come il 9 può essere rappresentato con la forma di un quadrato di lato 3.
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Possiamo inoltre riferirci a numeri triangolari come il 6, che può essere costruito come somma dei tre interi consecutivi 1, 2 e 3:
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Figura 45

In entrambi i casi, osserviamo la centralità dell’unità, definita da ogni singolo ciottolo e da cui è possibile costruire, a prescindere dai simboli numerici che decidiamo di utilizzare, un qualsiasi numero intero come numero finito di ciottoli.

Il 6 è inoltre un numero perfetto, termine usato in matematica per un intero equivalente alla somma dei suoi divisori, escludendo sé stesso. E in effetti:


6=1+2+3



Anche il 28 è un numero perfetto, visto che è pari alla somma dei divisori 1+2+4+7+14, come è possibile verificare che i numeri perfetti sono, in generale, anche triangolari e, in quanto tali, possono essere espressi come la somma di una certa quantità di interi consecutivi a partire da 1 (il ciottolo che rappresenta il vertice alto del triangolo), come possiamo osservare nella composizione del 6. D’altra parte, anche il 28 può essere scritto come 1+2+3+4+5+6+7.

Potremmo spingerci in approfondimenti sui numeri pentagonali e nel mondo di altre forme, ma chiudiamo il discorso sui pitagorici evidenziando che risultarono fondamentali per il progresso della matematica e per aver compreso i vantaggi dell’uso dell’astrazione per il suo sviluppo.

La scuola di Elea

Anch’essa risalente all’età classica, fu fondata nella città della Magna Grecia, di cui porta il nome, che sorgeva in un territorio attualmente occupato dal comune di Ascea, nel Salernitano. La scuola ha come figure di riferimento i filosofi Zenone e il suo maestro Parmenide che, secondo alcune interpretazioni, sarebbero stati originariamente dei pitagorici. Gli studi della tradizione di Elea comprendono l’analisi di paradossi, ossia di problemi legati a contraddizioni che sfociavano spesso nella tematica dell’incommensurabilità dei rapporti. La risoluzione di questi paradossi può essere affrontata, in chiave moderna, sfruttando il confronto tra:


	insiemi discreti, come l’insieme dei numeri interi che possiamo “ordinare” e “contare”, osservando quindi che dopo lo 0 c’è l’1, poi il 2 e via di seguito, ma anche i numeri razionali, che però possono essere ordinati attraverso una ricostruzione più articolata;

	insiemi continui, come i numeri reali, in cui abbiamo gli interi e tutti i decimali, razionali e irrazionali, che hanno una diversa cardinalità.



A differenza degli insiemi continui, nei discreti tra due numeri qualsiasi possono esserci o un numero finito di elementi, come succede per i numeri interi – tra 1 e 1001 ci sono 999 numeri interi – o una quantità infinita di elementi ma con dei buchi, come succede considerando, tra i razionali, due numeri qualsiasi (tra 0 e 0,1 ci sono, per esempio, 0,01, 0,001, 0,0001 eccetera), osservando che tra essi mancano gli irrazionali. Tra i problemi affrontati dalla scuola di Elea c’è il celebre paradosso di Achille e la tartaruga, basato su una gara di velocità tra l’eroe greco “piè veloce” e una tartaruga. Considerando che, tra i due, lui è evidentemente il più veloce, Achille decide di far partire prima la tartaruga dandole un vantaggio ma, secondo il paradosso, in questo modo l’eroe non raggiungerà mai la tartaruga: una volta partito, Achille dovrà colmare lo spazio percorso dalla tartaruga che, nel frattempo, si sarà portata avanti, percorrendo, a causa della sua velocità, minore rispetto all’avversario, un tratto meno lungo del vantaggio iniziale. Nel secondo step, Achille dovrà coprire il nuovo svantaggio, ma nel frattempo la tartaruga si sarà spostata di un altro tratto, minore rispetto al precedente. A ogni step, Achille dovrà quindi ricoprire tratti, sempre meno lunghi, percorsi dalla tartaruga che però avrà sempre un vantaggio, seppur ridotto a ogni passo. In conclusione, Achille non raggiungerà mai la tartaruga. Ma com’è possibile? L’esperienza ci dice che in realtà Achille può superare la tartaruga. E in effetti la matematica e la fisica lo confermano: per risolvere il paradosso, si può procedere utilizzando le equazioni del moto, introdotte nella Prima parte, per trovare l’istante in cui gli spazi percorsi coincidono, e Achille raggiunge la tartaruga. D’altra parte, osserviamo che, nel modello del paradosso, Achille percorre infiniti tratti, di lunghezza sempre minore. Tuttavia, la somma degli infiniti valori del percorso di Achille definisce quella che in matematica viene chiamata serie numerica, oggetto di studio successivo al periodo storico considerato, che nel caso specifico equivale a un valore finito: quello percorso da Achille per raggiungere la tartaruga.

La scuola di Elea si dedicò anche all’analisi e all’uso della dimostrazione per assurdo, tecnica che sembra già in uso con i pitagorici, che sfrutta la negazione della tesi da dimostrare arrivando alla negazione dell’ipotesi, giungendo a una contraddizione. Per esempio: partendo dall’ipotesi Il prof Rocco Dedda è nato a Foggia, possiamo facilmente dimostrare la validità della tesi Il prof Rocco Dedda è nato in Puglia, visto che Foggia è una città della Puglia. Potremmo con questo semplice esempio dedurre la validità della dimostrazione ragionando per assurdo, per cui negando la tesi e affermando che Il prof Rocco Dedda non è nato in Puglia deduciamo che Il prof Rocco Dedda non può essere nato a Foggia, visto che Foggia si trova in Puglia, arrivando a una negazione dell’ipotesi e a un assurdo, visto che il prof Rocco Dedda è nato a Foggia. Usiamo abitualmente questa tecnica per la sua efficacia nelle dimostrazioni di diversi teoremi di geometria e di tutta la matematica in generale.

L’Accademia di Platone

Fu fondata ad Atene nel IV secolo a.C., e a essa si deve una consacrazione dell’uso dell’astrazione in matematica. L’Accademia mostrava le sembianze di una moderna università, con giardini, viali e portici. Le lezioni erano tenute direttamente dal maestro Platone, il cui pensiero filosofico, legato al “mondo delle idee”, definisce un terreno di confronto interessante per parlare di matematica in termini astratti e nelle applicazioni concrete. In questo senso, i concetti matematici possono essere considerati “indipendenti” da oggetti materiali a cui possono essere associati.

La formazione di Platone sembra risalire a studiosi come i pitagorici Teodoro di Cirene, a cui si devono dimostrazioni sull’incommensurabilità di particolari quantità – che in chiave moderna possiamo rappresentare con particolari radici quadrate – rispetto all’unità e come Archita di Taranto, a cui si deve l’idea di poter considerare una curva come un’espressione del moto di un punto e una superficie come una forma generata dal moto di una curva. Sembra che Platone abbia avuto la possibilità di conoscere la matematica grazie anche ai suoi viaggi in Egitto e a contatti con i pitagorici dell’Italia meridionale, risultando quindi tra gli anelli di congiunzione tra gli studiosi dell’età classica e i suoi successori del periodo alessandrino.

Euclide di Alessandria

Uno dei massimi riferimenti della matematica dell’età ellenistica, sembra essere legato, per la sua formazione, principalmente ad alcuni seguaci di Platone. Le notizie che abbiamo su Euclide ci permettono di collocare il suo operato nel IV secolo a. C., in un periodo storico in cui in Egitto cominciò a governare la dinastia dei Tolomei, attenta nel tempo alle politiche culturali.

Il periodo alessandrino è caratterizzato dall’istituzione di una scuola, nota con il nome di Museo, e della sua celebre Biblioteca, su cui apriamo una breve parentesi. Il Museo, risalente agli inizi del III secolo a.C., ospitò durante il periodo alessandrino filosofi, poeti, astronomi, geografi, medici, studiosi e i più famosi matematici dell’epoca. Il Museo era diviso in quattro dipartimenti dedicati alla letteratura, alla matematica, alla medicina e all’astronomia. Adiacente al Museo si trovava la Biblioteca, che ebbe un ruolo centrale nella conservazione e costituzione dello scibile dell’epoca e che sembra aver custodito per alcuni periodi circa 750.000 volumi prima della sua distruzione, di cui parleremo in seguito. Insomma, Alessandria d’Egitto rappresentò un grande polo culturale per l’Antica Grecia, nonché simbolo della produzione della matematica ellenistica.

Ad Alessandria d’Egitto lavorò Euclide. Abbiamo poche notizie della sua vita, ma la sua opera, gli Elementi, è considerata uno dei testi più studiati e più tradotti della storia. Un significativo aforisma contiene una risposta di Euclide al sovrano d’Egitto, Tolomeo I, probabilmente curioso di apprendere i contenuti geometrici dell’opera. Pare che il sovrano, desiderando forme e contenuti più semplificati rispetto all’apparato originale, avesse chiesto a Euclide una strada diversa per comprendere il senso della geometria. La risposta fu davvero significativa:


Nella geometria non esistono vie fatte per i re.



Trovo, personalmente, che questa frase sia meravigliosa e che racchiuda uno dei paradigmi principali della matematica: gli oggetti di studio e le loro relazioni possono presentare delle difficoltà, ma con il giusto impegno, nel rispetto di regole che non ammettono scorciatoie per nessuno, la matematica può essere per tutti. E aggiungo: la matematica deve essere per tutti.

L’opera di Euclide è composta da tredici libri. Nei primi sei si parla della geometria piana – proprietà di figure del piano come triangoli, quadrilateri, cerchi, angoli, rette, eccetera – e di rapporti tra grandezze. Altri quattro libri sono dedicati alla branca della matematica chiamata teoria dei numeri, con studio dei numeri interi e le proprietà di numeri primi, divisori e multipli e approfondimenti sui quadrati e sui numeri irrazionali. Negli ultimi tre libri, invece viene trattata la geometria solida.

L’età alessandrina è testimone dell’opera di altri grandi studiosi che diedero un contributo decisivo per l’evoluzione della matematica. Ne citiamo tre.

Archimede di Siracusa

Grande matematico e genio assoluto, protagonista di scoperte e riflessioni che spaziano anche nell’ambito dell’ottica, della meccanica e dell’idrostatica, Archimede nacque a Siracusa nel III secolo a C. Tra le sue scoperte più celebri c’è il principio di galleggiamento legato alla spinta subita dai corpi immersi nei liquidi – da cui il celebre aneddoto che vedrebbe Archimede che corre svestito e felice in giro per casa urlando Eureka! (ovvero “ho trovato!”) –, leggi e applicazioni legati alle leve, studi di geometria su diverse figure geometriche, tra cui proprietà di sfere e cilindri e il celebre metodo di esaustione, una sorte di antenato del calcolo integrale, utile per ricavare misure di superfici e volumi. Archimede inventò la “vite” per il pompaggio dell’acqua e le catapulte usate per proteggere Siracusa dall’attacco dei Romani. Questa e altre invenzioni lo resero celebre al cospetto del console romano Marcello che avrebbe ordinato, durante l’assedio di Siracusa, di catturarlo senza fargli del male. Purtroppo, a quanto pare, Archimede venne ucciso in seguito alla conquista della città quando, assorto nei suoi pensieri mentre disegnava figure sulla sabbia, evitò di obbedire agli ordini di un soldato. Secondo il parere di molti esperti, Archimede risulta il più grande matematico dell’antichità.

Eratostene di Cirene

Matematico e geografo alessandrino vissuto tra il III e il II secolo a.C., ebbe fama di uomo dalla grande cultura. Eratostene ricoprì il ruolo di direttore della Biblioteca di Alessandria e il suo calcolo più famoso riguarda la stima della misura della circonferenza terrestre, ottenuta attraverso delle proporzioni. Per essere più precisi, riportiamo il ragionamento di Eratostene che prese come riferimenti principali le città egiziane di Alessandria e Siene, (oggi Aswan). Durante il solstizio d’estate, a mezzogiorno, mentre a Siene i raggi solari non producevano ombre, ad Alessandria formavano nello stesso istante un certo angolo rispetto alla verticale. La misurazione può essere fatta con il metodo dello gnomone, cioè di un bastone verticale piantato nel terreno e nel rapporto con la sua ombra. Considerando i raggi del Sole paralleli tra loro, riuscì a calcolare l’angolo formato, nel centro della Terra – approssimandone la forma con una sfera – tra i due raggi che uniscono il centro alle città di Siene e di Alessandria.
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Figura 46

Nel’immagine, i punti A e S rappresentano rispettivamente Alessandria e Siene e O il centro della Terra, con due raggi luminosi che colpiscono le due città. Osserviamo che l’angolo misurato al centro da Eratostene è pari a 1/50 dell’angolo giro. Il geografo alessandrino conosceva la misura della distanza tra Alessandria e Siene e quindi, per il calcolo della circonferenza terrestre CT, sfruttò una proporzione data dall’uguaglianza tra il rapporto dell’angolo trovato con l’angolo giro con il rapporto tra la misura della distanza tra Alessandria e Siene e la circonferenza stessa, quindi:

[image: ]

In termini moderni, il calcolo compiuto da Eratostene portò a una misura di circa 39.250 km, non così distante dal valore medio che conosciamo oggi, pari a 40.041 km. Un valore frutto dell’ingegno di Eratostene che risultò assai più accurato rispetto alle valutazioni fornite in precedenza.

Apollonio di Perga

Matematico vissuto tra il III e il II seolo a.C., celebre per la sua opera sulle Sezioni coniche. Ad Apollonio sembra andare il merito di aver assegnato i nomi di “ellisse”, “parabola” e “iperbole” alle figure che conosciamo.

L’opera è suddivisa in otto libri e contiene “quasi” 500 proposizioni. Apollonio descrisse le sezioni coniche a partire da un cono circolare e dalle intersezioni di un piano, considerando l’iperbole come composta da due rami.

Colpisce la capacità di Apollonio di descrivere le coniche senza le moderne equazioni che utilizziamo in geometria analitica, ma esplicitando comunque delle relazioni da cui potremmo ricavarle, almeno per casi particolari.

Tra i matematici alessandrini di spicco possiamo citare anche Erone, vissuto tra il I secolo a.C. e il I secolo della nostra era, a cui dobbiamo un commentario a Euclide e una produzione legata principalmente alla geometria e alla meccanica. Meritano senz’altro una citazione Ipparco e Tolomeo, che operarono fino al II secolo d.C. a da cui dipendono importanti contributi nel ramo della trigonometria. Anche il termine “trigonometria”, come il termine “goniometria”, hanno un’etimologia greca. In particolare:


	goniometria deriva dall’unione della parola greca gonìa e del suffisso, sempre greco, -metrìa, che significano rispettivamente “angolo” e “misura”, per cui può essere intesa come lo studio della “misurazione degli angoli”. In chiave moderna, utilizziamo funzioni rappresentate dalle espressioni senα, cosα o tanα per indicare particolari funzioni, chiamate “seno”, “coseno” e “tangente” per un generico angolo α studiate in goniometria partendo dalla definizione delle misure tra due dei tre lati che costituiscono un triangolo rettangolo;

	trigonometria ha un significato che deduciamo dal caso precedente ed è legato allo studio della “misurazione dei triangoli”, in cui utilizziamo le funzioni goniometriche descritte prima.



Lo studio della trigonometria risultò cruciale per deduzioni di natura astronomica che ritroviamo nella celebre opera di Tolomeo, la Collezione matematica, conosciuta anche con il nome di Almagesto a partire da una citazione proposta dagli Arabi. Nell’opera viene descritto un sistema geocentrico, con la Terra al centro e calcoli di distanze astronomiche basati su un sistema di orbite principali e secondarie, note con i nomi di epicicli e deferenti, utili per raccordare alcuni fenomeni che risultavano incongruenti rispetto all’impostazione iniziale, sprovvista appunto del Sole “al centro”, prerogativa del sistema eliocentrico. Quest’ultimo fu accettato progressivamente solo molti secoli dopo grazie ai risultati e al lavoro, in Europa, di Niccolò Copernico, Giovanni Keplero, Galileo Galilei, Tycho Brahe e Isaac Newton, tra il XV e il XVIII secolo. Osserviamo inoltre che, ai tempi dei Greci e fino all’epoca di Newton, come testimonia la sua celebre opera Philosophiae naturalis principia mathematica – i “Principi matematici della filosofia naturale”, risalenti al XVII secolo –, contenente le celebri leggi della dinamica e la teoria della gravitazione universale, nel sistema solare venivano collocati, oltre alla Terra, i pianeti Mercurio, Venere, Marte, Giove e Saturno. Le scoperte di Urano, Nettuno e del pianeta nano Plutone si avranno, invece, a partire dal XVIII secolo. Tornando all’Almagesto, osserviamo che l’opera è un completamento di un lavoro a cui aveva contribuito Ipparco e al suo interno troviamo riferimenti alla Luna e alle stelle. Altri meriti per l’evoluzione dell’astronomia greca, tra cui contributi per epicicli e deferenti, vanno ad Apollonio di Perga.

Un ulteriore riferimento ai matematici greci lo dedichiamo a Diofanto, simbolo dell’algebra alessandrina, vissuto tra il III e il IV secolo. Tra le sue opere spicca l’Arithmetica, con una serie di esercizi che sembravano concepiti per i suoi studenti, al fine di padroneggiare i vari argomenti. Un grande merito di Diofanto è legato all’utilizzo di un linguaggio simbolico per indicare le incognite nelle equazioni, grazie al ricorso a lettere e a varie combinazioni per indicare il loro grado. Osserviamo che la capacità di astrazione non è affatto banale, considerando che il sistema numerico in adozione era lo ionico in cui, come si è detto, anche i numeri erano simboleggiati con delle lettere. Un riferimento al matematico è presente anche nelle equazioni diofantee, equazioni in più incognite in cui si cercano le soluzioni intere.

Lo straordinario lavoro svolto dalla civiltà greca ha rischiato seriamente di andare perduto, a causa di eventi che interessarono le sorti del Museo di Alessandria. In particolare, la Biblioteca subì i primi danni a causa di un incendio che, nel 47 a.C., colpì la flotta egiziana presso il porto di Alessandria. L’estensione delle fiamme raggiunse la Biblioteca e si racconta che circa mezzo milione di manoscritti sia andato in fumo. Per fortuna, una parte dei testi era conservata nel tempio di Serapide. Tuttavia, a causa di coincidenze sociopolitiche e di episodi legati al fanatismo, il patrimonio fu decisamente ridimensionato in particolare tra il III e il V secolo.

Il pensiero greco fu oggetto di una disputa legata, per lo meno ufficialmente, a conflitti religiosi, il cui sviluppo portò a una sorta di scontro tra la “nuova” tradizione cristiana e quella pagana, quest’ultima percepita come sovrapposta alla cultura greca in generale. L’apice si raggiunse con la condanna delle religioni pagane da parte dell’imperatore Teodosio che ordinò la distruzione di templi e luoghi di culto. In questo scenario, sembra che siano stati bruciati circa 300.000 manoscritti greci. L’emblema della “fine” di questo periodo è nella morte di Ipazia di Alessandria, matematica, filosofa e astronoma greca, figlia di Teone di Alessandria che fu direttore della Biblioteca e tra i commentatori di varie opere greche con i matematici e filosofi Proclo e Pappo, in particolare della geometria dell’era cristiana. Ipazia non si piegò e non volle rinnegare la cultura greca, per cui diventò vittima di alcuni fanatici che la uccisero brutalmente. Alla vita di Ipazia di Alessandria, in forma romanzata, è stato anche dedicato un film2.

Gli ultimi testi rimasti vennero invece distrutti dopo la conquista di Alessandria da parte dei musulmani nel VII secolo. I rotoli di pergamena, ritenuti non necessari da leggere, furono probabilmente utilizzati per scaldare i bagni della città.

Dopo il racconto di tale rovina, è lecito chiedersi come facciamo a conoscere le opere dei greci. Innanzitutto va detto che, dopo la conquista di Alessandria da parte dei maomettani, molti studiosi si trasferirono a Costantinopoli, nuova capitale dell’Impero romano d’Oriente. Malgrado le difficoltà di poter riprendere apertamente l’approccio culturale bruscamente interrotto, la possibilità di poter lavorare comunque con tranquillità fece accrescere il flusso di studiosi e il recupero di conoscenze della cultura greca.

Nel XII secolo gli Europei cominciarono a sfruttare gli scambi commerciali con Arabi e Bizantini – sembra che i califfi arabi comprassero da questi molti manoscritti greci con contenuti di matematica – dell’Impero romano d’Oriente. Il contatto con la cultura greca generò curiosità e ammirazione in Europa per cui si incentivò il recuperò delle opere greche e delle loro versioni arabe e dei testi scritti dagli Arabi, come abbiamo già in parte osservato in precedenza in alcuni riferimenti a Fibonacci e al sistema numerico indo-arabo. Anche la conquista di Toledo nell’XI secolo, da parte dei cristiani, sembra aver dato accesso a diversi testi arabi agli Europei.

La matematica indiana

I segni più immediati dall’eredità indiana sono le cifre del sistema decimale che adottiamo per digitare un numero di telefono, per scrivere una data o per leggere l’ora. La forma dei caratteri ha subito interpolazioni successive, dovute principalmente agli Arabi e all’adozione del sistema decimale in Europa, ma derivano dalla tradizione indiana, che dispone di tre tipologie di numeri antichi:


	i numeri kharosthi, presenti in iscrizioni di un periodo compreso tra il IV secolo a.C. e il II secolo della nostra era. In questo sistema, i numeri fino a 100 seguivano regole del sistema additivo, con simboli speciali per il 20 e potenze di 10 con esponente che esprime un valore “alto”;

	i numeri brahmi, più evoluti, con testimonianze a partire dal IV secolo a.C. Tali numeri presentavano cifre diverse dal 4 al 10 e simboli speciali per alcuni multipli di 10 e di 100;

	i numeri gwalior, risalenti al VI secolo e con cifre e meccanismi più simili al nostro sistema numerico. Le prime trascrizioni di numeri indiani con un sistema posizionale, a noi note, sono relative all’uso di questi numeri, descritti con simboli diversi per le cifre da 1 a 9 e per rappresentare lo 0.



Tra i matematici più noti della tradizione indiana del periodo noto come “classico”, compreso tra il III e il XII secolo possiamo citare:


	Aryabhata, vissuto tra il V e il VI secolo, a cui si deve una documentazione sulla matematica del periodo, con regole per le operazioni aritmetiche e criteri per la risoluzione di particolari equazioni di primo e di secondo grado. Il matematico indiano si occupò anche di trigonometria – con l’introduzione della funzione “seno”, in una forma che anticipa la concezione moderna – e di geometria piana;

	Brahmagupta, vissuto tra il VI e il VII secolo, a cui si deve un manuale di astronomia, il Brahma Sputa Siddartha, contenente studi di aritmetica e di geometria. Nel suo lavoro ritroviamo soluzioni di equazioni di primo e di secondo grado, approfondimenti di trigonometria e tavole di seni per gli angoli utilizzati per particolari problemi;

	Mahavira, matematico del IX secolo e conoscitore delle opere dei due predecessori citati, a cui si deve uno studio attento delle operazioni con le frazioni e metodi per la scomposizione di numeri interi, approfondimenti sulle permutazioni e sulle combinazioni, tecniche per risolvere più tipologie di equazioni quadratiche e analisi di problemi con i triangoli rettangoli.

	Bhaskarachrya, attivo nel XII secolo, astronomo e matematico che si dedicò, tra le altre cose, al calcolo dei numeri irrazionali, oltre ad ampliare le regole per il calcolo delle equazioni algebriche di primo e di secondo grado, spingendosi anche alle equazioni di grado superiore al secondo. Nelle sue opere sembrano esserci concetti introduttivi sul calcolo infinitesimale, che fu affrontato in Europa a partire dal XVII secolo.



Le informazioni proposte sintetizzano i contenuti principali della matematica indiana, in cui ritroviamo interesse, oltre che per l’aritmetica, anche per l’algebra, con contenuti ritenuti significativi anche da altre civiltà.

Gli Arabi

La produzione indiana, che sembra aver subito influenze greche e in parte egiziane, babilonesi e probabilmente anche cinesi, raggiunse gli Arabi che la utilizzarono nella loro ricerca.

Il ruolo degli Arabi nell’evoluzione della matematica, come abbiamo già accennato, fu determinante per due aspetti:


	il recupero e la trasmissione del sistema indo-arabo e dei risultati della matematica dei Greci in Europa;

	gli sviluppi di contenuti di matematica, in particolare nei campi dell’aritmetica, dell’algebra e della trigonometria.



Cruciale, in tal senso, l’opera di diffusione condotta degli Arabi del sistema decimale basato sulle cifre indiane.
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Figura 47: L’evoluzione delle grafie dei numeri. Dall’alto verso il basso: numeri indiani brahmi (300 a.C. circa); numeri indiani gwalior (500 d.C circa); a sinistra: numeri arabi occidentali, a destra: numeri arabi orientali (entrambi 800 d.C circa); apici europei (1000 d.C. circa); numeri europei (Dürer, 1500 d.C. circa); numeri contemporanei.

Le prime testimonianze di una diffusione a Occidente dei “nostri” numeri sembra addirittura risalire al VII secolo. Il primo testo arabo conosciuto di aritmetica, che si occupava dei numeri indiani, Al-jabr w’al muqâbala, noto nella sua traduzione in latino come Algorithmi de numero indorum, fu scritto dal già citato Al-Khowârizmî, matematico persiano.

L’algebra di Al-Khowârizmî, invece, trova continuità dall’eredità dell’indiano Brahmagupta, mostrando influenze anche di natura greca e babilonese. Il modello arabo propone la risoluzione di equazioni algebriche di primo e di secondo grado, trattando anche i numeri irrazionali. Ritroviamo spiegazioni di natura geometrica che gli Arabi utilizzavano per fornire soluzioni di equazioni.

Gli Arabi produssero dei commentari alla geometria di Euclide. In merito alla trigonometria, come nella tradizione indiana, abbracciarono un approccio orientato verso l’aritmetica, prediligendo un’impostazione più vicina a quella indiana che la spuntò rispetto alle contaminazioni greche, di stampo geometrico.

Nella produzione araba, in continuità con quella indiana, sembra quindi coesistere un approccio maggiormente deduttivo della geometria, tipico della tradizione greca, con un’impostazione più empirica e applicativa, in particolare nei rami dell’aritmetica e dell’algebra, che ricorda l’approccio di Babilonesi ed Egizi.

E i Romani?

Che tipo di matematica utilizzavano i Romani? Domanda interessante, ma che potrebbe deludere gli amanti del ragionamento astratto e della produzione di contenuti specifici. Infatti, nonostante i Romani siano stati protagonisti della storia in un periodo compreso tra l’VIII secolo a.C. e il V secolo d.C. – lo stesso in cui emergevano gli studi dei Greci, con cui entrarono in contatto almeno a partire dal II secolo a.C. –, non ci sono tracce precise di una matematica romana o di studiosi della disciplina.

Conosciamo e siamo abituati a utilizzare il sistema numerico romano, di tipo additivo, che abbiamo già approfondito in precedenza, insieme all’uso dell’abaco. D’altra parte, la parola “abaco” deriva dal latino abacus, che vuol dire “tavoletta”, e che a sua volta deriva da una parola ebraica, il cui significato è “polvere”: in effetti, gli abachi antichi funzionavano con la sabbia mentre Greci e Romani utilizzavano pietruzze. Il sostantivo “calcolo” deriva infatti dal latino calculus, “sassolino”.

L’approccio dei Romani alla matematica era di natura principalmente pratica, legato alla realizzazione di progetti ingegneristici come ponti, strade, tunnel, fognature, arene e macchine da guerra. Inoltre, i Romani disponevano di una serie di frazioni, utilizzate nell’agrimensura e nel sistema monetario, mentre la loro geometria era legata a problemi di natura civile, come la costruzione di palazzi e abitazioni e all’architettura. Questo approccio ha prodotto testi tecnici, tra cui spicca il De architectura di Vitruvio, del I secolo a.C.. Ai Romani dobbiamo anche un miglioramento del calendario, apportato ai tempi di Giulio Cesare (da cui prese il nome di calendario giuliano), nel I secolo a.C., e l’adozione dell’anno composto da 365 giorni, con un bisestile ogni quattro anni. Tale impostazione fu migliorata, a partire dal XVI secolo, con il calendario gregoriano promulgato da Papa Gregorio XIII: in questo modello, che usiamo abitualmente in quasi tutti i paesi del mondo, vengono eliminati alcuni bisestili (più precisamente, viene cambiata la regola che decide gli anni bisestili, con l’uso di opportuni riferimenti, per approssimare meglio la durata dell’anno solare, ossia del tempo impiegato dalla Terra per compiere una rivoluzione completa intorno al Sole).

Purtroppo i Romani furono protagonisti – come abbiamo già visto parlando della Biblioteca di Alessandria e degli attacchi diretti ai simboli della cultura greca – di momenti negativi per l’evoluzione della matematica. Sembra inoltre che lo stesso termine “matematica” venisse usato con un significato diverso da quello oggi comunemente inteso, in particolare nel periodo di Diocleziano, tra il III e il IV secolo, in cui la parola veniva usata con un’accezione distinta rispetto alla geometria. In particolare, il termine “geometria” assumeva il significato che viene oggi attribuito alla matematica – e non di una delle sue branche come, per esempio, l’aritmetica e l’algebra –, mentre la matematica veniva confusa con l’astrologia.

L’Europa e la matematica nel Medioevo

La fine dell’Impero romano nel V secolo è legata a una nuova fase della storia europea nota come Medioevo, anche se la data di inizio di questo periodo è dibattuta dagli esperti. Alcuni la collocano nel VII secolo, con l’arrivo degli Arabi in Europa, altri in momenti diversi. Possiamo, in ogni caso, stimare la durata del Medioevo in un arco compreso tra il IV-V secolo e il XV-XVI secolo.

Nel primo periodo, ritroviamo alcuni elementi significativi per la storia della matematica, in termini di produzione e recupero del sapere antecedente e per il suo utilizzo nella formazione scolastica. A tal proposito, citiamo alcuni studiosi.

Marziano Capella

Non fu un matematico, ma diede un contributo decisivo per la diffusione delle arti liberali, alla base del percorso di studi dell’epoca. Marziano Capella fu avvocato – attivo a Cartagine – e scrittore, interessato alla formazione culturale e all’istruzione dei giovani. Contribuì all’istituzione di un modello scolastico che fu adottato a partire dai primi secoli del Medioevo per oltre un millennio. Lo scrittore propose nella sua opera enciclopedica, il De nuptiis Mercurii et Philologiae (“Le nozze di Mercurio e Filologia”), le sette arti liberali, suddivise nelle arti del quadrivio, comprendenti geometria, aritmetica, astronomia e musica e nelle arti del trivio, comprendenti, invece, grammatica, dialettica e retorica. Le origini delle arti liberali sembrano antiche, forse risalenti nel caso del quadrivio addirittura ai pitagorici, ma trovano ampio spazio nel Medioevo. A partire dall’VIII secolo, con la nascita della scuola palatina alla corte di Carlo Magno, diretta dal monaco inglese Alcuino di York, veniva garantito un accesso ristretto, con l’obiettivo prioritario di formare i futuri amministratori di stato. Lo studio delle arti del quadrivio e del trivio fu in seguito adottato come una sorta di prerequisito per l’accesso alle università, dove venivano riprese nel primo periodo. Possiamo comunque osservare che, a differenza della scuola romana, la scuola medievale garantiva l’accesso a una cultura elementare anche ai ceti meno abbienti, per cui erano previste scuole di base presso i conventi, mentre i figli dei nobili studiavano in casa con docenti privati. Gli studi successivi erano riservati solitamente ai “ricchi”.

Anicio Manlio Torquato Severino Boezio

Studioso romano vissuto tra il V e il VI secolo, è considerato tra i fondatori della filosofia scolastica, diffusa nel Medioevo. A Boezio si devono alcuni scritti di matematica, tra cui il De institutione arithmetica (“Trattato di aritmetica”), che risultò un’opera di ricopiatura con commenti e inserzioni in cui lo scrittore pare ispirarsi a un’opera di un pitagorico, Nicomaco di Gerasa. A Boezio si deve un’opera di geometria, con cui diffuse e commentò gli Elementi di Euclide, oltre a un lavoro di astronomia collegato all’Almagesto di Tolomeo.

Isidoro di Siviglia

Nato a Cartagine e vissuto tra il VI e il VII secolo, a lui si deve l’opera Etymologiae dedicata alle varie sfere del sapere. Nel testo è ripresa anche l’etimologia del termine “aritmetica” e al suo legame con i numeri. Tra le altre opere ci sono inoltre approfondimenti di astronomia.

Il nostro racconto della matematica nell’Europa medievale prosegue con l’XI secolo.

Abbiamo già visto vari riferimenti al lavoro di Fibonacci e alla riscoperta sempre più netta delle opere arabe e indiane, con un contestuale recupero di lavori dell’Antica Grecia, complici contaminazioni territoriali e scambi commerciali. Ma c’è un punto che dobbiamo ancora affrontare: la fruizione delle nuove opere poneva una questione di natura interpretativa legata alla lingua, che nel XII secolo venne affrontata con l’ampia diffusione di traduzioni in latino. Dal XIII secolo, le traduzioni cominciarono a diffondersi anche in spagnolo e in ebraico.

Una traduzione degli Elementi di Euclide dall’arabo al latino, a cura di Adelardo di Bath, è tra le prime opere del genere ad apparire nel XII secolo. Allo stesso scrittore sono attribuite traduzioni, sempre dall’arabo al latino, delle tavole astronomiche di Al-Khowârizmî e, dal greco al latino dell’Almagesto di Tolomeo. Tuttavia, la diffusione più consistente di traduzioni riguarda un gruppo di studiosi che lavorava in Spagna, grazie alla presenza di un numero considerevole di manoscritti musulmani nelle biblioteche di Toledo, dove l’attività di traduzione era facilitata dalla presenza di una popolazione che in maggioranza parlava l’arabo. Tra gli studiosi coinvolti spicca il nome di Gerardo da Cremona, vissuto nel XII secolo. Tra le sue traduzioni c’è una versione degli Elementi di Euclide dall’arabo al latino ritenuta migliore di quella di Adelardo. A Gerardo da Cremona sembrano risalire oltre ottanta traduzioni, tra cui un importante lavoro sull’Almagesto, cruciale per la diffusione dell’opera di Tolomeo in Occidente, oltre a un adattamento in latino dell’opera dedicata all’algebra di Al-Khowârizmî per cui esisteva una precedente traduzione, sempre del XII secolo, a opera di Roberto di Chester.

Verso il Rinascimento

In questo viaggio tra le civiltà abbiamo focalizzato l’attenzione sull’evoluzione di termini, metodi e contenuti. La matematica che si affaccia in Europa alle soglie del Rinascimento è ricca di basi su cui poggiare gli sviluppi verso il linguaggio con cui oggi la riconosciamo abitualmente.

Finora abbiamo raccontato aspetti della matematica che hanno punti di contatto evidenti con il linguaggio moderno, come per esempio l’uso del sistema decimale. Inoltre, per le forme geometriche ritroviamo, sul piano grafico, un linguaggio universale con cui possiamo interagire senza difficoltà. Ma per tutto il resto?

La matematica che si affaccia nel Rinascimento è ancora priva dell’uso diffuso dei simboli delle operazioni, delle notazioni per le potenze, delle lettere per indicare le incognite di un’equazione e di altri riferimenti che ci permettono di riconoscerla universalmente. Insomma, per proseguire nel nostro viaggio nella storia della matematica è tempo di aggiungere ulteriori elementi.





1. Nella storia della matematica ci si riferisce a un periodo molto più lungo rispetto a quello dell’età ellenistica comunemente intesa, che va dal IV al I secolo a.C.




2. Agorà, film del 2009 diretto da Alejandro Amenábar.







Cogito, ergo… x!




Il più antico testo di matematica contenente un linguaggio comprensibile per uno studente moderno è probabilmente La géométrie di René Descartes, matematico e filosofo autore del celebre detto Cogito, ergo, sum (“Penso, quindi sono”) noto anche come Cartesio e vissuto tra il XVI e il XVII secolo. Ho citato Cartesio, nel titolo di questo capitolo, in parte palesemente, in parte con un riferimento meno noto: la “x” che utilizziamo solitamente nelle incognite. Nella sua opera Cartesio la utilizza insieme alle lettere “y” e “z”, le ultime dell’alfabeto, per riferirsi proprio alle incognite, mentre le prime lettere vengono utilizzate per i parametri. L’ampia diffusione dell’opera cartesiana propagò l’utilizzo di questo approccio e dei simboli che conosciamo per le quattro operazioni. Nel testo non ritroviamo, invece, il simbolo moderno dell’uguale. Prima di proseguire con l’opera di Cartesio, importante per la descrizione di una “nuova” branca della matematica, è giusto fornire alcune informazioni sui simboli principali grazie ai quali prendiamo confidenza, a scuola, con lo studio di aritmetica e algebra.


	Il simbolo dell’addizione “+” appare per la prima volta in un’opera in tedesco del matematico ceco Johannes Widmann, verso la fine del XV secolo, ben prima della pubblicazione degli scritti di Cartesio che risalgono ai primi decenni del XVII. Secondo alcune interpretazioni, il simbolo proviene da una distorsione grafica della congiunzione latina et, mentre secondo altre versioni potrebbe derivare da un simbolo usato per gli imballaggi come segnalazione dei pesi in eccesso.

	Anche il simbolo della sottrazione “ –“ appare con Widmann, nello stesso testo. Secondo alcune interpretazioni, potrebbe essere legato a un trattino frapposto tra il peso lordo e la tara delle merci.

	Il simbolo per la moltiplicazione “×” appare con il matematico inglese William Oughtred in uno scritto pubblicato qualche anno prima de La géométrie. Nell’opera di Cartesio ritroviamo, comunque, la consuetudine moderna, applicata nel calcolo letterale, di indicare la moltiplicazione con il semplice accostamento di due termini. Il puntino per la moltiplicazione viene invece introdotto dall’inglese Thomas Harriot in un’opera pubblicata lo stesso anno del testo di Oughtred.

	Il simbolo della divisione “:” è stato introdotto dallo stesso Oughtred nel XVII secolo, lo stesso dell’esordio del simbolo “÷” a opera dello svizzero Johann Heinrich Rahn.

	Il simbolo dell’uguaglianza “=” appare nel XVI secolo grazie al matematico gallese Robert Recorde, secondo cui “non vi possono essere due oggetti più uguali di due rette parallele”. Questo simbolo prese il sopravvento a partire dal XVIII secolo.

	I simboli del “maggiore” e del “minore” che conosciamo furono introdotti da Harriot nel XVII secolo;

	L’uso delle parentesi si deve al francese Albert Girard, in un’opera del XVII secolo.



Ai tempi di Cartesio, quindi, i simboli citati erano noti, come le notazioni per potenze, frazioni e la virgola per i numeri decimali che fu proposta da Willebrord Snell, matematico e astronomo dei Paesi Bassi che condivide proprio con Cartesio una nota legge per la rifrazione della luce, la Legge di Snell-Cartesio. Tuttavia, il successo del testo del matematico francese, pubblicato come appendice dell’opera Discours de la méthode pour bien conduire la vérité dans les sciences, nota anche come Discorso sul metodo, contribuì in maniera decisiva alla diffusione dei suoi contenuti.

La novità principale introdotta da Cartesio riguarda la branca della matematica nota come geometria analitica: una sorta di “raccordo” tra la geometria euclidea e l’algebra, evidenziata nella definizione di luogo geometrico, ossia di un insieme di punti del piano che hanno in comune una determinata proprietà. Per esempio: una circonferenza può essere interpretata come luogo geometrico dei punti del piano con la stessa distanza, pari al raggio della circonferenza, da un punto fisso detto centro. Tra i luoghi geometrici ritroviamo, per esempio, la retta e le coniche care ad Apollonio. In generale, le proprietà dei luoghi geometrici sono descrivibili grazie a opportune equazioni. In particolare, i punti di una retta o di una conica possono essere considerati in un piano cartesiano – che prende il nome appunto da Cartesio – in cui ogni punto è descrivibile grazie a due coordinate, come abbiamo già osservato in precedenza, solitamente indicate con le lettere x e y. Le equazioni con cui descrivere un luogo geometrico sono nelle stesse lettere e hanno come soluzioni tutte le coppie di valori associate alle coordinate dei punti appartenenti al luogo geometrico studiato.

La geometria analitica può essere estesa a luoghi nello spazio con un terzo asse, perpendicolare nell’origine – punto di intersezione tra gli assi – al piano cartesiano e quindi di una terza coordinata, solitamente indicata con la lettera z e detta quota. Secondo una credenza, Cartesio avrebbe immaginato il piano cartesiano mentre fissava, disteso sul letto, gli spigoli della volta della sua stanza.

Cartesio è ritenuto l’artefice della nascita del pensiero moderno occidentale in matematica, e la sua opera va considerata il punto di arrivo di contributi sparsi nella tradizione rinascimentale. Dal XV secolo, infatti, osserviamo un passaggio netto da un’algebra retorica e da un’algebra sincopata – con termini espressi attraverso abbreviazioni – all’algebra simbolica grazie al contributo di Cartesio, ma anche del francese François Viète, che verso le fine del XVI secolo pubblica alcune opere di geometria e algebra introducendo alcune innovazioni per il “nuovo” simbolismo.

D’altra parte, l’inizio del Rinascimento è caratterizzato da passi avanti nella ricerca matematica nel confronto dei classici dell’Antica Grecia, per cui si registrano, tra il XV e il XVI secolo, nuove traduzioni delle opere di Apollonio, Erone, Euclide, Archimede e Diofanto, con delle innovazioni.

Per esempio, nel campo dell’algebra avanza lo studio delle soluzioni per le equazioni algebriche di grado superiore al secondo, grazie alle esperienze di Niccolò Tartaglia, Gerolamo Cardano e Ludovico Ferrari tra il XV e il XVI secolo, a cui si uniranno i risultati di Paolo Ruffini e Niels Henrik Abel tra il XVIII e il XIX secolo.

Verso il XIX secolo con il calcolo infinitesimale

Il Rinascimento consegna alla storia della matematica una chiave di lettura decisamente più moderna, arricchita da ulteriori risultati ottenuti tra il XVII e il XVIII secolo. In questo arco di tempo, registriamo evoluzioni nel linguaggio della matematica grazie a uno dei matematici più autorevoli della storia: Leonhard Euler. Noto anche come Eulero, il matematico svizzero del XVIII secolo è protagonista di contributi trasversali e dell’impostazione di aspetti significativi nell’ambito del linguaggio. Eulero introdusse l’adozione di consuetudini e simboli in matematica, come per esempio l’uso di lettere minuscole per indicare i lati di un triangolo, di maiuscole per i vertici, delle lettere r e R per il raggio di una circonferenza rispettivamente inscritta o circoscritta a un triangolo e la dicitura f(x) per le funzioni. A Eulero si devono anche il simbolo della sommatoria Ʃ, della lettera i per indicare l’unità immaginaria, pari alla [image: ] e della lettera e per un particolare numero irrazionale con diverse proprietà in matematica, approssimabile alla seconda cifra decimale come 2,72, legato anche ai logaritmi. Il valore e è detto numero di Eulero o numero di Nepero: la seconda dicitura è dedicata allo studioso scozzese John Napier, noto anche come Nepero, a cui si deve l’introduzione dei logaritmi – ritroviamo e nella base dei logaritmi naturali –, agli inizi del XVII secolo. A Nepero sono riconosciuti contributi legati anche all’uso della notazione della virgola per i numeri decimali. La produzione di Eulero in matematica è trasversale, con studi sulla teoria dei grafi che gli permisero di cimentarsi nella risoluzione del celebre problema dei ponti di Königsberg, in cui la costruzione di grafi, ossia di percorsi composti da linee che collegano a due a due dei punti scelti in partenza, era applicata al problema di attraversare sette ponti che collegavano due isole e la terraferma in modo da percorrerli tutti una volta soltanto. Eulero si occupò anche di meccanica, di geometria e dell’ideazione e della dimostrazione dell’equazione:


ei π + 1 = 0



Il matematico svizzero diede contributi preziosi anche per l’analisi matematica, nata a partire dai risultati indipendenti ottenuti nel XVII secolo dall’inglese Isaac Newton e dal tedesco Gottfried Wilhem von Leibniz. L’analisi, già trattata in questo volume con riferimenti agli studi di funzioni – con relativi grafici su un piano cartesiano – comprende il calcolo infinitesimale, legato ai concetti di limiti e di derivata. In particolare, in analisi ha un ruolo predominante il concetto di infinitesimo, che possiamo immaginare come una quantità “infinitamente piccola”: un valore minore di un qualsiasi valore finito, per quanto piccolo, scelto a piacere.

Il concetto non è così intuitivo, per cui proveremo a strutturarlo con un esempio. In geometria, possiamo considerare gli angoli formati da una retta tangente e una curva, il cui significato è legato al concetto di infinitesimo. Partiamo da un caso specifico, considerando una circonferenza e la retta perpendicolare a un suo diametro, passante per per uno dei due punti della circonferenza che definisce gli estremi del diametro considerato, come nella figura.

[image: Figura 48]

Figura 48

La retta t forma con la circonferenza nel punto T due angoli mistilinei (cioè compresi tra un tratto rettilineo e uno curvilineo) talmente “piccoli” che potremmo dimostrare, in forma rigorosa, che non esiste un angolo rettilineo con ampiezza minore di tale angolo. In altre parole, non possiamo disegnare nessun angolo rettilineo nel punto T, con una semiretta “interna” a uno dei due angoli formati da t e dalla circonferenza: potete provare a immaginare angoli di ampiezza pari a 0,1°, 0,01°, 0,0000001° eccetera ma non ne troverete uno di misura minore dell’angolo mistilineo. Non proporremo in questa sede tale dimostrazione, ci limitiamo a osservare che il concetto di infinitesimo è in effetti legato sul piano geometrico a quello di retta tangente, che approssima in un punto una curva con un tratto rettilineo. In analisi, lo studio delle derivate, come già accennato, tende a descrivere le variazioni di un grafico di una funzione sfruttando le approssimazioni delle rette tangenti al grafico stesso, quando la funzione risulta derivabile.

A Newton si deve la prima applicazione di tali nozioni in fisica: in termini moderni la possiamo definire con la descrizione di moti attraverso funzioni della forma s = f(t), con lo spazio percorso espresso in funzione del tempo, come già accennato, che possiamo derivare o integrare. Sono funzioni che studiamo a scuola con le equazioni del moto, in cui la derivata dello spazio e quindi della sua variazione rispetto al tempo, equivale fisicamente alla velocità in quell’istante.

A Leibniz, invece, si deve l’introduzione del simbolismo che utilizziamo per il calcolo delle derivate, oltre al simbolo per rappresentare gli integrali che in analisi matematica trovano applicazioni nel calcolo di aree e volumi.

Le evoluzioni dell’analisi matematica trovarono un alleato in un altro grande matematico, a cui dobbiamo anche un lavoro sulla geometria delle coordinate, a quanto pare anteriore all’opera di Cartesio: Pierre de Fermat. Il matematico francese, vissuto nel XVII secolo, subì il fascino del pensiero di Apollonio, da cui trasse ispirazione per lo studio dei luoghi geometrici. Possiamo ricondurre a Fermat l’associazione di luoghi a equazioni e alcune prime proprietà associabili.

I suoi contributi all’analisi matematica riguardano lo studio dei punti di massimo e minimo di una funzione, con riferimenti all’inclinazione delle tangenti in tali punti. Lo stesso Newton ha ammesso in una lettera di aver tratto ispirazione, per i suoi lavori sul calcolo differenziale, quindi sulle derivate, da studi sulle tangenti di Fermat.

Fermat è noto anche per l’enunciato di una proprietà nota come ultimo teorema di Fermat, secondo cui l’equazione


xn + yn = zn



nelle incognite x, y e z, non ha terne di soluzioni naturali positive nei casi in cui n risulti un numero intero maggiore di 2. L’equazione ha, in effetti, infinite soluzioni per n = 1, caso in cui assume la forma x + y = z, risolta, per esempio, per la terna (1, 1, 2). Per n = 2, l’equazione assume la forma x2 + y2 = z2 che ha comunque infinite soluzioni, visto che, geometricamente, la relazione ottenuta è legata all’enunciato del teorema di Pitagora, per cui la somma dei quadrati di due cateti, che possiamo chiamare x e y, è pari al quadrato dell’ipotenusa z. E possiamo in effetti dimostrare – anche se non in questa sede – che esistono infinite terne pitagoriche, quindi infinite terne di numeri naturali che soddisfano il teorema di Pitagora. Per n > 2, sono state proposte verifiche per valori particolari nel tempo, ma la dimostrazione generale, valida per ogni caso, è stata accettata solo nel 1998, fornita dal matematico britannico Andrew Wiles.





Questioni di metodo




Il XIX secolo consegna alla storia altri studi ed esperienze grandi di matematici, ma la grande novità è probabilmente nella fase di riflessione su principi e struttura che legano i vari contenuti tra loro. A tal proposito, incontriamo una ridiscussione dei fondamenti di una branca della matematica molto cara agli studiosi dell’Antica Grecia: la geometria.

Come già osservato in precedenza, la geometria euclidea si articola in un apparato di proposizioni che, partendo da alcune affermazioni indimostrate, i postulati, riesce a dedurre le varie proprietà degli enti geometrici. Euclide individua, in particolare, cinque postulati, che riproponiamo come segue.


	Risulta possibile tracciare un segmento da ogni punto a ogni punto.

	Risulta possibile prolungare con continuità un segmento in una retta.

	Risulta possibile tracciare una circonferenza con qualsiasi centro e raggio.

	Tutti gli angoli retti sono uguali tra loro.

	Se una retta, intersecandone altre due, forma nello stesso semipiano angoli interni con somma minore di due retti, allora le due rette si incontrano in tale semipiano.



Osserviamo che i primi quattro postulati enunciano proprietà accettabili in maniera intuitiva. Inoltre, tutte le proprietà sono relative a enti geometrici che nell’opera di Euclide appaiono in opportune definizioni – descrizioni simili ad affermazioni come “linea è lunghezza senza larghezza” – e a cui si riferiscono le proposizioni. Ai postulati sono abbinati ulteriori assiomi, indimostrati.

Nel XIX secolo la geometria euclidea, in quanto sistema ipotetico deduttivo, ricevette una rigorosa formulazione da David Hilbert che nei suoi Grundlagen der Geometrie (“Fondamenti di geometria”) stabilì un sistema di assiomi piu` completo rispetto a quello proposto da Euclide, che non era sufficiente per ricavare tutte le proposizioni di geometria euclidea. L’approccio di Hilbert “stravolge” la geometria, svincolandola in realtà dal suo risvolto concreto per cui, per esempio, non sono necessarie descrizioni di enti geometrici, che possono essere considerati in astratto e svincolati dalle loro forme: si parte dal considerare tre insiemi, i cui elementi si chiamano rispettivamente punti, rette e piani, da cui possiamo costruire altri elementi che rispettano le proprietà definite da proposizioni, dipendenti da un sistema più largo di assiomi. L’eventuale associazione degli enti geometrici a “immagini” può essere considerato un passo successivo, non necessario nel funzionamento della teoria. Quest’approccio consacrò Hilbert come principale esponente della scuola assiomatica.

Due osservazioni:


	la scelta di non inserire le definizioni degli enti fondamentali in geometria era stata probabilmente accettata anche da Euclide, come spiegano alcuni studi sulla non autenticità delle definizioni di Euclide, che potrebbero essere state interpolate in ricostruzioni successive da un’opera di Erone;

	la scelta del quinto postulato di Euclide potrebbe sembrare ininfluente nell’impostazione di Hilbert, che segue il metodo deduttivo di Euclide, perfezionandolo, ma considerando la geometria in astratto, in cui da affermazioni vengono dimostrate altre affermazioni in forma coerente. Ma in una geometria legata alle “immagini”, il quinto postulato, noto anche con il nome di postulato delle parallele, risulta meno immediato degli altri quattro.



La seconda considerazione, nei secoli successivi a Euclide, è stata sposata da diversi matematici che, hanno considerato il postulato delle parallele come una proposizione troppo elaborata e inadatta a essere inserita senza una deduzione, quindi hanno provato a dimostrarla a partire dagli altri quattro. I tentativi noti non hanno però prodotto risultati. Tuttavia, il lavoro profuso ha contribuito alla definizione di una particolare geometria, chiamata geometria assoluta, basata solo sulle proposizioni dimostrabili senza l’uso del postulato delle parallele.

Le geometrie non euclidee

I tentativi di dimostrare il quinto postulato a partire dagli altri hanno rappresentato un punto di partenza per l’elaborazione delle geometrie non euclidee, ossia di geometrie in cui non vale il postulato delle parallele. Abbiamo già analizzato alcuni modelli di geometrie non euclidee, che nascono nel XIX secolo e possiamo analizzare, in questa sede, sul piano assiomatico. Osserviamo innanzitutto che le geometrie non euclidee nascono nel tentativo di dimostrare il quinto postulato “per assurdo”: negando la sua validità e arrivando a una contraddizione nella geometria assoluta, si dimostra che il quinto postulato dipende dagli altri quattro. Gli studi non portarono alla contraddizione cercata, ma consentirono di stabilire due tipologie di geometrie non euclidee:


	la geometria iperbolica, in cui, data una retta e un punto esterno a essa, esistono almeno due rette distinte passanti per quel punto e parallele alla retta data;

	la geometria ellittica, semplice o doppia, in cui non esistono rette parallele. In particolare, nella geometria ellittica semplice due rette distinte si incontrano sempre in un punto mentre nella ellittica doppia due rette non coincidenti si incontrano in due punti distinti.



L’esistenza di modelli di geometrie non euclidee, basate sull’associazione di enti della teoria a enti della geometria euclidea che risulta valida, certifica che tali geometrie non solo non sono contraddittorie, ma conferma l’indipendenza dei primi quattro postulati di Euclide dal quinto. Le geometrie non euclidee devono contributi fondamentali al lavoro di matematici come il russo Nikolaj Lobačevskij, l’ungherese János Bolyai e i tedeschi Carl Friedrich Gauss e Bernhard Riemann. A proposito di Gauss: per la sua autorevolezza è soprannominato “principe della matematica”. Vissuto tra il XVIII e il XIX secolo, Gauss ha studiato la matematica in modo trasversale mostrando grande confidenza con la disciplina sin da piccolo. Sembra che all’età di sei anni il piccolo Gauss risolse in classe un problema di aritmetica in tempi rapidi, non previsti dall’insegnante. L’esercizio assegnato consisteva nel sommare tutti i numeri interi da 1 a 100, che in poco tempo Gauss stabilì, correttamente, nel valore complessivo di 5050, accorgendosi che la somma del primo numero e dell’ultimo numero 1 + 100 = 101, come la somma tra il secondo e il penultimo 2 + 99 = 101 come capita al terzo e al terzultimo, arrivando fino all’abbinamento 50 + 51 = 101. Osservando che la somma dei numeri interi da 1 a 100 equivale alla somma dei valori ottenuti dai 50 abbinamenti possibili, trovò la soluzione calcolando 50·101=5050.

Nella sua vita Gauss si occupò di geometria e costruì con riga e compasso l’eptadecagono, ossia un poligono regolare – con lati e angoli interni congruenti tra loro – con diciassette lati. Il matematico tedesco si occupò anche di algebra, numeri complessi, poligoni regolari in generale, fisica ed elettromagnetismo, analisi e come già anticipato del tema delle geometrie non euclidee. A tal proposito, Gauss espresse ammirazione per alcune considerazioni di natura geometrica formulate da Riemann. Studioso del XIX secolo, protagonista di contributi che spaziano dal campo dell’analisi fino alla geometria, Bernhard Riemann condusse le geometrie non euclidee a risultare parte integrante della matematica, lavorando molto sul concetto di metrica, quindi di misura. A Riemann è associato il nome dell’integrale che viene studiato alle scuole secondarie di secondo grado. Uno strumento di analisi, legato al calcolo delle derivate, con cui calcolare aree e volumi partendo dal grafico da funzioni e grafici.

Insiemistica e connettivi logici

Tra il XIX e il XX secolo ritroviamo studi e riflessioni legati a quello che potremmo chiamare “matematichese stretto”: il simbolo “implica che” rappresentato dalla freccia ⇒ e del “se e solo se” indicato da una freccia con due direzioni ⇔ e altri connettivi logici sono elementi che ci consentono di stabilire delle relazioni tra due affermazioni. Per esempio
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è un modo per dire che se la differenza tra x e y è pari a 2, allora x è pari alla somma tra y e 2. Oppure l’espressione

[image: ]

si legge “per ogni” valore di x “appartenente” all’“insieme dei numeri reali”, “tali che” x risulti minore o uguale di -3 “oppure” x risulti maggiore o uguale di [image: ].

La necessità di un linguaggio logico formale fu posta da Leibniz, il matematico che con Newton aveva dato il via al calcolo infinitesimale, colonna portante dell’analisi matematica, al cui studio contribuirono, tra il XVII e il XIX secolo, altri studiosi come Taylor, i fratelli Bernoulli, Maclaurin, Lagrange e Cauchy. Tuttavia, la costruzione di un rinnovato linguaggio formale e alla teoria degli insiemi – oltre alla teoria della misura, correlata alle evoluzioni del calcolo delle probabilità – giungerà solo a partire dal XIX secolo grazie ai contributi di studiosi come Peano, De Morgan, Frege e Boole. Il tema è legato alle evoluzioni della logica matematica, che conduce all’utilizzo di un linguaggio in cui parole e simboli si “distaccano” dal linguaggio comune per accedere a un linguaggio, appunto, formale. Tale processo, unito allo studio dei fondamenti della matematica e alla loro assiomatizzazione, portò a un processo di astrazione e di riconsiderazione della validità della matematica deduttiva, come abbiamo già osservato parlando dagli studi di Hilbert. Una sorta di “separazione” tra quella che potremmo definire matematica pura, legata a una specie di “esistenza coerente” a priori rispetto a una matematica applicata.





C’eravamo tanto amati

Analisi matematica e geometria classica




La discussione sui fondamenti della matematica e sull’assiomatica è un emblema del XX secolo che coinvolse molti studiosi, tra cui Russell, Whitehead e Gödel e che portò a una revisione dei rapporti tra matematica e logica, a processi di assiomatizzazione e all’analisi di alcune contraddizioni nella teoria degli insiemi.

Il punto di arrivo a cui siamo giunti per la storia della matematica sembra frutto di una sceneggiatura. Pensateci: siamo partiti dallo studio della matematica dell’antichità, che ha compreso l’importanza dell’approccio logico sui problemi concreti decidendo però di abbracciare, a un certo punto, l’astrazione e l’impianto deduttivo, perni dell’attività dell’antica Grecia. La descrizione della realtà attraverso la matematica ha poi riscontrato la necessità di dover ricorrere a sistemi numerici efficienti, al recupero di lavori del passato che dagli Arabi ci conduce all’Europa dove, nei secoli, la matematica amplia il suo raggio d’azione. La ricerca di un linguaggio coerente, valido, spinge il processo di astrazione a uno stadio successivo, in cui una “critica dei principi” porta al processo di assiomatizzazione, mentre il linguaggio con cui si esprime la matematica a poco a poco si arricchisce.

Non sembra un film? Una sorta di metafora, se vogliamo, di ciò che accade, a scuola, nelle ore di matematica quando l’equilibrio tra l’approccio astratto e le applicazioni concrete cerca punti di contatto. Il rapporto tra queste due anime è un cardine della matematica della felicità. Ma è necessario stabilire un bilanciamento per evitare la percezione di un’eccessiva astrazione, una matematica che risulti troppo rigida e isolata, al punto da allontanarci dalla consapevolezza di ciò a cui serve (generando la tipica domanda: «Ma a cosa mi servirà tutto questo?»), a causa di un matematichese troppo stretto, rigido nel timore di un possibile abuso di notazione nelle spiegazioni di esercizi e teoremi. La storia della matematica, in questo senso, può essere il bilanciamento ideale per sprigionare la matematica della felicità, mostrando con i suoi racconti come l’acquisizione di un linguaggio corretto sia stato oggetto di studi profondi, idee geniali, scambi di opinioni e continue rivisitazioni che hanno messo in crisi grandi matematici e che possono mettere in difficoltà, quindi, studenti che devono imparare linguaggio e contenuti. D’altra parte, grazie alla storia della matematica possiamo comprendere l’importanza delle scelte compiute per impostare la matematica in un certo modo anziché in un altro, dalle considerazioni sui numeri indo-arabi alle rivisitazioni più recenti: la matematica di cui disponiamo garantisce coerenza e compattezza all’apparato complessivo, in termini di ricerca e di applicazioni pratiche. Ma va utilizzata e condivisa con grande responsabilità.

Per fortuna, abbiamo osservato in più occasioni, in precedenza, che teoria e “pratica”, in matematica non sono così distanti, ma per il gran finale del film ci immergeremo ancora in questa disputa (per così dire) sulla natura della matematica grazie al confronto tra due figure celebri del XX secolo: da un lato Bourbaki e il sogno di riformulare tutta la matematica con la nuova impronta assiomatica e dall’altro Coxeter, una sorta di eroe romantico che basò i suoi studi su una branca della matematica ritenuta dai più ormai superata: la geometria classica.

Harold Scott MacDonald Coxeter, noto anche come Donald Coxeter, si dedicò allo studio della geometria coniugando a un approccio teorico un’attitudine più pratica, con la costruzione di modelli per lo studio di proprietà delle figure geometriche, aprendo lo sguardo a nuove interpretazioni con risultati che trovano riscontri in diverse applicazioni in ambito scientifico, tecnologico e anche sul piano artistico.

Ricoperto di elogi da molti matematici del suo tempo, il geometra canadese si guadagnò l’appellativo di “re della geometria”. Da qualcuno venne addirittura paragonato a un moderno Euclide. La sua passione per questa disciplina lo condusse ad approfondire proprietà di figure geometriche e allo studio di poligoni regolari e dei solidi platonici, figure tridimensionali “regolari”.

Uno degli aspetti più curiosi di Coxeter consiste, come già accennato, nel centro della sua indagine: la geometria euclidea. L’astrazione e il formalismo dilaganti conducevano in effetti gli sviluppi della matematica altrove: tutti i teoremi della geometria tradizionale sembravano infatti ormai scoperti e la geometria veniva solitamente considerata poco utile, vista anche la possibilità di poter descrivere le forme geometriche in termini di equazioni algebriche con l’approccio analitico. Era di questo avviso Nicolas Bourbaki, rivelatosi poi lo pseudonimo in cui si riconosceva un gruppo di giovani matematici francesi. Lo stile di Bourbaki prevedeva un approccio formale di natura assiomatica, fortemente legato all’impostazione di Hilbert. Un modello privo di figure e basato sul puro ragionamento logico. Il nome di Bourbaki è legato a una serie di volumi, gli Elementi di matematica, che aveva l’ambizione di riscrivere la matematica nella sua concezione.

Tra le opere di Coxeter, invece, spicca lo studio di figure geometriche chiamate politopi, studiati attraverso i gruppi di Coxeter. Grazie ai risultati conseguiti, il matematico canadese riuscì ad affermarsi nella comunità matematica al punto che lo stesso Bourbaki riconobbe l’utilità dei suoi lavori, fino a inserire, in una sua pubblicazione, un diagramma con cui Coxeter descriveva alcune caratteristiche dei suoi gruppi.

Perché in fondo, in matematica, la coerenza delle deduzioni con le premesse, talvolta ostacolo astratto per la sua comprensione, fornisce gli strumenti per riconoscere la validità di un risultato, da accettare senza preconcetti.





Scoperte (invenzioni?) fantastiche e dove trovarle




Per questo capitolo ho scelto tre argomenti che suscitano solitamente interesse nell’ambito della matematica, anche su un piano più divulgativo: il pi greco, i numeri primi e l’infinito. Esempi del genere rappresentano un lato autentico della matematica della felicità: parliamo dell’interesse diffuso per argomenti di matematica, in una chiave applicativa ma che tende a restare all’interno della matematica stessa. Una sorta di matematica al servizio della matematica, bella in quanto tale.

Domanda: i risultati ottenuti in matematica sono scoperte o invenzioni? La prima ipotesi è in linea con l’apparato deduttivo, per cui possiamo affermare, per esempio, di scoprire la validità di un certo teorema di geometria partendo da specifiche premesse. Ma fissare dei riferimenti, un linguaggio e una strategia di indagine non riguarda, in effetti, meccanismi che abbiamo inventato per studiare la matematica?

La risposta al quesito non è semplice, probabilmente nemmeno unica.

Pi greco

Il simbolo π del pi greco viene, come dice il nome stesso, dalla lettera dell’alfabeto greco che corrisponde a “p”, e deriva dall’iniziale della parola greca perimetros (“circonferenza”). La prima apparizione del simbolo risale a un’opera del XVIII secolo del matematico gallese William Jones, ma il suo utilizzo diffuso si deve al matematico svizzero Eulero. Le origini del pi greco sono antiche e legate alla geometria: con questo simbolo indichiamo il rapporto tra la misura di una circonferenza e quella del suo diametro. Il valore che utilizziamo nei problemi è pari a 3,14, ma in realtà pi greco è un numero irrazionale, definito quindi da infinite cifre decimali senza una periodicità, per cui non possiamo esprimerlo come rapporto tra due grandezze intere. Questa affermazione trova la prima conferma nella dimostrazione proposta dal matematico svizzero Johann Heinrich Lambert nel XVIII secolo.

La storia ci consegna diverse proposte per il calcolo delle cifre del pi greco, col tempo sempre più raffinate rispetto al numero di cifre decimali riscontrate. L’utilizzo di calcolatori elettronici per le approssimazioni del pi greco, effettuato per la prima volta nel XX secolo con l’Eniac – il capostipite dei computer elettronici – portò a superare le 2000 cifre decimali, calcolate in un tempo di circa 70 ore. L’evoluzione tecnologica (in prospettiva, l’Eniac è uno strumento in realtà meno potente delle calcolatrici tascabili moderne) ha compiuto passi avanti fino a stabilire, nel 2021, il record di oltre 62000 miliardi di cifre decimali, a cura di un gruppo di ricercatori svizzeri.

Proviamo, però, a tornare indietro nel tempo per comprendere l’evoluzione degli algoritmi e dei metodi alla base dei calcoli moderni.

Un risultato significativo, in termini di metodo e valore trovato, risale all’Antica Grecia del III secolo a.C. ed è attribuito ad Archimede. Il matematico siracusano costruì una serie di poligoni regolari inscritti e circoscritti a una circonferenza, aumentando progressivamente il numero dei loro lati per approssimare, progressivamente, con maggiore precisione, la forma della circonferenza, che nel caso di figure rispettivamente con sei, dieci o dodici lati porta a una rappresentazione grafica come quella illustrata nella figura qui sotto:

[image: Figura 49]

Figura 49

Archimede arrivò a considerare poligoni di 96 lati, da cui stabilì come valore del rapporto tra circonferenza e diametro una quantità compresa tra [image: ] e [image: ], pari rispettivamente a 3,1408… e 3,1428… Curiosità: gli estremi dell’intervallo definito permettono di stimare un’approssimazione del pi greco più precisa di quella troncata al classico 3,14, considerando che il valore reale di pi greco ha uno sviluppo come 3,14159265… Considerando le due approssimazioni di Archimede, osserviamo che risultano “meno distanti” dal valore reale di pi greco rispetto a 3,14 che è addirittura esterno all’intervallo trovato.

Altre approssimazioni del pi greco sono addirittura più antiche e appartengono a civiltà come quella egizia o babilonese, in possesso di valori pari rispettivamente a 3,1605… e 3,125. Nel corso dei secoli, il metodo geometrico è stato proposto, perfezionato o rivisitato da Tolomeo e dai cinesi Liu Hui e Zu Chongzi, testimonianze registrate fino al V secolo. A partire dal XV secolo, i nuovi sviluppi sul rapporto tra la misura di una circonferenza e il suo diametro portò al progressivo affiancamento dell’uso della trigonometria, sfruttando tecniche legate a quello che in matematica viene chiamato sviluppo in serie, che definisce una somma infinita di termini. Sfruttando lo sviluppo in serie della funzione goniometrica arcotangente sono state ricavate stime di pi greco fino al calcolo di 400 cifre decimali note.

Le evoluzioni successive sono caratterizzate dall’utilizzo di calcolatori elettromeccanici e successivamente di calcolatori elettronici.

Numeri primi

La ricerca della regolarità non è una prerogativa, in matematica, dello studio delle cifre decimali del pi greco. Non fanno eccezione i numeri primi. Partiamo dalla definizione: un numero intero si dice “primo” se è maggiore o pari a 2 e se risulta divisibile solo per sé stesso o per 1. Sono esempi di numeri primi 2, 3, 5, 7 e 11 mentre non è primo il 10, divisibile, oltre che per 10 e per 1, anche per 2 e per 5.

Quanti numeri primi esistono? Infiniti, come dimostrato da Euclide con un metodo significativo, in cui vengono utilizzate proprietà di aritmetica legate all’operazione della divisione. Proponiamo uno schema della dimostrazione partendo da un’osservazione: la divisione di un numero naturale con un secondo naturale, per cui il numero iniziale risulta divisibile, fornisce come resto 0. Facciamo un esempio: dividendo 10 per 5 otteniamo come quoziente 2 e come resto 0. D’altra parte, 10 è divisibile per 5. Inoltre, tale divisibilità consente di esprimere il dividendo della divisione 10 come prodotto del divisore 5 per il quoziente 2:


10 = 5·2



Considerando, invece, la divisione tra 10 e 7, otteniamo come quoziente 1 e come resto 3, quindi 10 non è divisibile per 7 e può essere scritto come:


10 = 7 . 1 + 3



ossia come prodotto tra quoziente e divisore a cui dobbiamo sommare il resto.

Analizzando le due uguaglianze proposte, osserviamo quanto segue:


	dalla prima relazione guadagniamo la possibilità di esprimere 10 come una scomposizione in fattori, che equivale a mostrare la sua divisibilità per 5 ma anche per 2, nel secondo caso con quoziente pari a 5;

	la seconda deduzione mostra che 10 non è divisibile per 7, termine che non appare come fattore di una scomposizione essendoci anche un’addizione.



Torniamo alla dimostrazione sull’esistenza di infiniti numeri primi, che possiamo sintetizzare come segue: consideriamo due primi, per esempio 2 e 5. L’espressione:


2 . 5 + 1 = 11



definisce un valore non divisibile, per quanto detto in precedenza, per i numeri di partenza. Infatti, 2 e 5 non appaiono nella scomposizione in fattori di 11. In altre parole, dividendo 11 per 5 o per 2 otteniamo come resto della divisione 1. Da questo deduciamo che, aggiungendo al prodotto di due primi 1, otteniamo un numero non divisibile per tali primi. Inoltre, avremmo tratto considerazioni analoghe moltiplicando anche più di due numeri primi e sommando 1.

Domanda: cosa c’entra questo ragionamento con l’esistenza di infiniti numeri primi? Osserviamo che, seguendo la procedura proposta, in generale possiamo trovarci di fronte a due possibilità:


	ottenere un numero primo, come nell’esempio, diverso da quelli di partenza;

	ottenere un numero non primo (partendo dai primi 2 e 7 otteniamo 2 . 7 + 1 = 15) la cui scomposizione conterrà dei numeri primi (15 = 3 . 5) ma non quelli di partenza, per cui non è comunque divisibile.



In entrambi i casi, a partire da alcuni numeri primi noti riusciamo a ottenere uno o più numeri primi diversi. Reiterando, quindi, il procedimento, otteniamo ulteriori numeri primi da cui possiamo ricavane altri. In definitiva, possiamo trovare infiniti numeri primi.

Detto ciò, la storia propone diverse strategie per “costruire” e “contare” i numeri primi. Restando nell’Antica Grecia, citiamo il crivello di Eratostene che consiste nel distribuire una serie di numeri interi positivi, a partire da 1, in una griglia da cui eliminare progressivamente i termini divisibili per particolari numeri primi, ossia i multipli di tali numeri primi. Ma quali? Se inseriamo nella griglia i numeri da 1 a 100, si considerano tutti i primi minori di [image: ], pari a 10. In generale, considerando un certo numero di elementi di partenza, si ottengono tutti i primi minori della radice di tale numero.

La ricerca di un criterio generale per identificare i numeri primi ha coinvolto molti studiosi a partire dal XVI secolo.

In particolare:


	il francese Marin Mersenne propose uno studio dei numeri primi nel XVII secolo concentrandosi su numeri della forma 2p - 1 . Si può dimostrare che se un numero intero scritto in questa forma, detto numero di Mersenne è primo allora anche p è primo. Attualmente questi numeri hanno un ruolo importante nei cosiddetti “test di primalità”, che prevedono degli algoritmi specifici per stabilire se un numero è primo;

	il francese Fermat propose l’enunciato del piccolo teorema di Fermat che stabilisce una relazione tra coppie di numeri primi tra loro, ossia numeri che non hanno divisori primi in comune. Inoltre, chiamiamo numeri di Fermat i numeri naturali che si possono esprimere nella forma 22n + 1 con n naturale. Fermat ipotizzò che numeri di questa forma fossero tutti primi, ma in realtà ci sono controesempi. In ogni caso, i numeri di Fermat hanno permesso di generare dei test di primalità;

	lo svizzero Eulero dimostrò il piccolo teorema di Fermat, che i numeri Fermat non sono tutti primi e dedusse attraverso un particolare sviluppo in serie, chiamato funzione zeta di Euler, applicazioni importanti per altri studi sui numeri primi;

	il tedesco Gauss studiò i numeri primi attraverso una particolare funzione, che a un numero x associa il numero di primi minori di x, indicato con l’espressione π(x). Per esempio, π(5) = 2, visto che ci sono due numeri primi più piccoli di 5, pari a 2 e a 3. Gauss studiò le corrispondenze trovate con la funzione riuscendo a ricavare, grazie all’uso dei logaritmi, una stima della frequenza con cui appaiono i numeri primi nell’insieme dei numeri naturali;

	il tedesco Riemann riprese e rielaborò la funzione di Eulero studiandone gli zeri, ossia i valori per cui si annulla, da cui si arriva alla celebre ipotesi di Riemann, che applicata ai numeri primi permetterebbe di descrivere dei criteri rispetto alla loro regolarità. Si tratta appunto di un’ipotesi, non ancora dimostrata in forma rigorosa, nonostante l’opinione diffusa, legata anche al campo delle applicazioni, che possa essere valida.



I numeri primi trovano applicazione nel campo della crittografia. In particolare, nell’ambito dello scambio di informazioni esiste l’algoritmo RSA, basato sulla gestione di due chiavi, una pubblica e una privata, correlate tra loro attraverso operazioni con i numeri primi. In particolare, l’algoritmo sfrutta proprietà che permettono in maniera diretta di ricavare la chiave pubblica conoscendo quella privata, ma non viceversa. In questo modo, possiamo decidere di scambiare un’informazione con un utente fornendo una chiave pubblica per la codifica, ma la decodifica può essere operata solo attraverso la chiave privata. Un meccanismo del genere permette di scambiare un messaggio in codice senza che mittente e destinatario si incontrino per concordare il metodo di codifica e decodifica della chiave. Per fare un esempio, il gestore di una vendita in rete può fornire ai suoi clienti la chiave pubblica con cui possono codificare, con opportuni software, il numero della propria carta. Il messaggio criptato può essere decodificato solo dal gestore, che possiede la chiave privata. Quindi, una spia che entra in possesso del messaggio criptato con la chiave pubblica, avrebbe bisogno di conoscere la chiave privata per la decodifica. Tuttavia, la ricerca della chiave privata per decodificare il messaggio, a partire dalla chiave pubblica, risulterà lenta e laboriosa, quindi scoraggiante, in quanto la cifratura considera numeri che andrebbero fattorizzati in due primi che superano anche le 200 cifre, pratica tutt’altro che scontata anche con l’uso di calcolatori.

Al momento, il numero primo con più cifre calcolato è un primo di Mersenne con oltre 24 milioni di cifre, ricavato nell’ambito del progetto GIMPS, ossia Great Internet Mersenne Prime Search.

Infiniti

Lo studio dell’infinito in matematica ci porterebbe a ripercorrere diverse tappe della storia della matematica. Ne proporremo solo alcune, per sottolineare gli aspetti fondamentali di un concetto complesso, in tema di significati e proprietà.

Storicamente, l’infinito ha subito caratterizzazioni per cui è possibile contraddistinguerlo, in due tipologie:


	infinito potenziale, che può essere definito in forma potenziale a partire da un insieme finito;

	infinito attuale, tipico degli insiemi costituiti da infiniti elementi.



Il rapporto tra tali tipologie di infinito fu oggetto di discussione nell’Antica Grecia, in cui l’utilizzo dell’infinito attuale risultava scomodo come punto di partenza. Per tale ragione, l’infinito potenziale rappresentava una sorta di possibilità di dimostrazione dell’esistenza dell’infinito a partire da un insieme finito. Euclide propone diversi esempi di infinito potenziale, come nei postulati quando esprime la possibilità di “prolungare con continuità un segmento in una retta” o dimostrando l’infinità dei numeri primi considerando una quantità finita di essi, come mostrato in precedenza.

A scuola, invece, incontriamo principalmente l’infinito associato al simbolo ∞, caratterizzato da una forma chiamata lemniscata. L’infinito a cui ci riferiamo non indica la quantità di elementi di un insieme infinito, come l’insieme dei numeri interi o dei reali: l’infinito considerato ha senso nel campo dei limiti di una funzione, in cui si trattano grandezze che possono crescere o decrescere illimitatamente in certe condizioni. In particolare, con +∞ indichiamo una crescita illimitata, mentre -∞ rappresenta una decrescita illimitata. Curiosità: la lemniscata è una forma che può essere rappresentata come luogo geometrico di punti del piano per cui risulta costante il prodotto delle distanze tra due punti fissi detti fuochi, associabile a un’equazione specifica se rappresentata in un piano cartesiano.

Gli insiemi infiniti possono essere, invece, definiti a partire da una proprietà già evidenziata da Galileo Galilei, che tra il XVI e il XVII secolo destinò molti dei suoi risultati allo studio della fisica, dedicando, però, spazio anche ad argomenti di geometria e a considerazioni sugli insiemi infiniti. Celebre l’osservazione presente nei suoi Dialoghi, in cui deduce che un insieme infinito può avere lo stesso numero di elementi di un suo sottoinsieme, considerando questo esempio: partendo da tutti i numeri naturali 0, 1, 2, 3, eccetera, possiamo associare a ciascuno di essi il suo quadrato, per cui 0 corrisponde a 0, 1 a 1, 2 a 4, 3 a 9 e così via. La quantità dei numeri naturali risulta quindi pari alla quantità dei quadrati, che definiscono un sottoinsieme di infiniti numeri naturali, ma senza comprenderli tutti.

In generale, la caratteristica principale degli insiemi infiniti consiste proprio nella possibilità di poter costruire un’associazione biunivoca che a ogni elemento dell’insieme fa corrispondere uno e un solo elemento di un suo sottoinsieme proprio, diverso dall’insieme stesso. La possibilità di generare associazioni fu estesa anche alle corrispondenze tra due insiemi infiniti, al fine di ricalcare le differenze tra più insiemi infiniti rispetto al concetto di cardinalità che, per insiemi finiti, definisce il numero dei loro elementi. Gli studi principali sul tema si diffusero nel XIX secolo con il matematico ceco Bernhard Bolzano, che trattò anche il tema della cardinalità degli insiemi infiniti, chiarita e perfezionata dal matematico tedesco Georg Cantor, la cui teoria degli insiemi permette di definire alcune associazioni, da cui possiamo dedurre, per esempio, che l’insieme dei numeri reali, a differenza di quello dei numeri interi, non è numerabile, per cui non esiste una corrispondenza biunivoca tra i due insiemi. Per rappresentare la cardinalità degli insiemi numerabili fu introdotto il simbolo ℵ0, caratterizzato dalla prima lettera dell’alfabeto ebraico aleph.





La matematica (non) è un’opinione?




Quante volte avete detto o sentito che «La matematica non è un’opinione»? Non è una menzogna: la matematica sfrutta proprietà valide all’interno di un apparato coerente, per cui non ammette contraddizioni. C’è un “però”: siamo sicuri che la matematica non potesse essere descritta diversamente?

Nel corso di queste pagine, abbiamo analizzato la produzione di popoli e di matematici che hanno raccolto eredità del passato e proposto il loro contributo, e avremmo avuto ancora tanto da dire, anche rispetto ad altri personaggi importanti per la storia della matematica. Tuttavia, ho cercato di affrontare temi coerenti con gli obiettivi prefissati: la mia scelta di puntare l’attenzione prevalentemente sulle civiltà che ci hanno preceduti non è casuale, considerando che un filo conduttore di queste pagine riguarda il linguaggio della matematica, nelle sue varie accezioni. Abbiamo constatato come tale linguaggio sia mutato nel tempo, come frutto di scelte compiute assecondando particolari esigenze che hanno generato bivi e considerazioni proprie soprattutto in ambito prerinascimentale, a cui è seguita una fase di assestamento con l’adozione e il perfezionamento di un preciso linguaggio simbolico e degli apparati assiomatici, basi per le successive evoluzioni sul piano contenutistico e applicativo. Inoltre, ho preferito non esagerare con gli sviluppi della matematica che avrebbero richiesto l’uso di tecnicismi più avanzati. D’altra parte, ci sono approfondimenti sparsi in testi autorevoli di storia della matematica a cui mi sono liberamente ispirato per la scrittura del testo, con riferimenti, confronti e rielaborazioni e a cui vi rimando per ulteriori approfondimenti.1

La scelta di regole e simboli nel linguaggio della matematica ci porta però a una riflessione: siamo sicuri che la matematica non sia un’opinione? Dal punto di vista del linguaggio, in realtà, la matematica può essere a tutti gli effetti considerata un’opinione, con un metodo proprio che la storia ci ha consegnato. L’astrazione, in matematica, consente di collegare le proprietà di enti che possiamo calare nella realtà, ma che possiamo decidere di considerare solo in astratto mantenendo una coerenza nelle relazioni. Chi ama la matematica, come me, è spesso affascinato da questo mondo. Apprezzare la matematica, però, deve stimolare la possibilità di condividerla. La storia ci insegna che lo studio della matematica parte dall’analisi di problemi reali ed è una conquista a cui non possiamo rinunciare.

La matematica della felicità è fatta di teoria, applicazioni e linguaggi, esprimibili in termini storici e tecnici, ma prevede anche dibattiti sulle sue chiavi di lettura. Accettare la matematica come opinione, in fondo, ci permette di comprenderne al meglio un’impostazione decisa da persone e costruita nel tempo per risolvere problemi e per progredire. D’altra parte, accettare che non è un’opinione permette di agire con il massimo grado di fiducia, poggiandoci su una certezza: la matematica funziona. A pensarci meglio, la matematica è un complesso di confronti e bilanciamenti e il segreto per comprenderla, fino in fondo, è nella sintesi delle sue parti, nella capacità di esprimersi con la corretta armonia, tenendo conto di ciò che è e di ciò che potrebbe in alternativa essere; e imparando, prima di tutto, a comprenderla e a condividerla.

Possiamo affermare, quindi, che la matematica è un’opinione, ma allo stesso tempo non lo è. Ed è forse nell’equilibrio di questo binomio la chiave per immergerci, senza paura, nella matematica della felicità.





1. Vedi i testi contrassegnati da asterisco in Bibiografia e sitografia
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