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Introduzione



La costruzione euclidea della geometria rappresenta senza alcun dubbio l’esempio più esplicito della straordinaria potenza del pensiero speculativo. Poche ovvie premesse iniziali, i famosi 5 postulati di Euclide, conducono, attraverso una fitta rete di deduzioni logiche strettamente interconnesse tra loro, a più di 450 teoremi, una quantità di «verità» geometriche che pare destinata a non esaurirsi mai.  
Una grandiosa cattedrale che trova la sua realizzazione negli Elementi di Euclide, il libro che per secoli rappresentò la via d’accesso al ragionamento razionale, che lo si esplichi nella filosofia, nella giurisprudenza o nelle scienze. Pochi assiomi iniziali da tutti condivisi, tanta logica formale e genialità lungo il filo di un racconto geometrico che si conclude con la straordinaria classificazione dei possibili corpi regolari. Sono solo 5: i celebri 5 poliedri platonici. 5 oggetti tridimensionali splendidi nella loro perfezione, dotati di misteriose simmetrie che continuano a ispirare la ricerca matematica, anche quella più recente; di ognuna di queste forme Euclide fornisce la costruzione e ne indica le più sottili proprietà geometriche, forme che ritroviamo anche in natura, per esempio nei cristalli o negli scheletri di alcuni radiolari.  
L’opera di Euclide sarà tanto significativa e pregnante da guidare la nostra stessa percezione dello spazio, escludendo ogni possibile alternativa, tanto da far pensare ad essa come a una intuizione a priori, non suscettibile quindi né di verifica sperimentale né di sostanziali aggiustamenti, una certezza, una verità assoluta sulla quale fondare ogni possibile scienza. Il fatto che Menelao, un antico astronomo alessandrino, vissuto a Roma al tempo di Traiano, considerasse particolari triangoli i cui angoli sommati insieme superassero i 180°, non stupì più di tanto i geometri del tempo. L’antico astronomo alessandrino immaginava questi triangoli sulla volta celeste, in un contesto, quello astronomico, estraneo a quello degli Elementi. 
Ma un tarlo rodeva dall’interno la magnifica costruzione euclidea: una questione filosofica per i più irrilevante di fronte allo straordinario successo anche pratico degli Elementi, un neo, come lo ebbe a chiamare il matematico Saccheri, che poteva e doveva essere epurato, una imperfezione assolutamente inaccettabile per una costruzione tanto straordinaria ed esemplare.  
Ecco di che si tratta: per riuscire a dimostrare, ad esempio, che la somma degli angoli di un triangolo, disegnato sul nostro quaderno, vale esattamente 180° dobbiamo scomodare l’esistenza e l’unicità della parallela a una data retta e, per sapere se due rette sono parallele, dobbiamo verificare che, prolungate oltre ogni limite, queste non si incontrano. Questi prolungamenti ci conducono a distanze potenzialmente infinite non suscettibili di verifiche sperimentali né percepibili con i nostri sensi, che non possiamo non considerare neppure per studiare il triangolino che abbiamo disegnato nel nostro quaderno. Occorre un postulato ed Euclide, con un geniale argomento logico, riduce la questione a supporre che se due rette intersecate da una terza, formano con essa due angoli interni la cui somma è minore di 180°, allora le due rette, se sufficientemente prolungate, si incontreranno.  
È questo il contenuto del celebre V postulato. Gli altri 4 su cui si fonda la geometria euclidea postulano che si possa tracciare un segmento che congiunge due punti dati, e che questo segmento possa essere prolungato da una parte e dall’altra, e che si possa tracciare una circonferenza con un dato centro e un dato raggio, e che tutti gli angoli retti siano uguali tra loro: 4 assiomi locali verificabili sul proprio quaderno, il cui valore fondante è evidente. Ma siamo sicuri che non si possa dimostrare a partire da questi, il V postulato, dal momento che è così ovvio che due rette che sono inclinate tra loro sicuramente si incontreranno?  
Su questa domanda che forse già Euclide si era posto inizia una avventura intellettuale lunga secoli che coinvolge scienziati e filosofi provenienti da culture le più diverse tra loro: quella classica greca, quella araba, quella cristiana, fino al romanticismo del primo ’800.  
La ricerca di questa dimostrazione, che forse anche Euclide aveva cercato senza trovarla, diventerà lo scopo – alcune volte lo scopo della vita stessa – di matematici tra i più brillanti che la storia abbia conosciuto. Negando il V postulato euclideo e accettando gli altri 4 si deve essere consapevoli che il cammino che si sta per intraprendere avviene in una foresta buia dove la sola torcia che ci permette di proseguire è la logica formale, dove l’intuizione geometrica non ci dà alcun aiuto e dove è possibile incontrare stranezze di ogni tipo. Quei matematici che si sono inoltrati in quella foresta cercavano una contraddizione logica che potesse quindi escludere la validità logica di quella negazione iniziale, ma, come vedremo nel libro, troveranno solo figure assurde come rette asintotiche, triangoli di area finita e perimetro infinito, quadrati limite con 4 angoli piatti, ma nessuna contraddizione logica.  
L’idea rivoluzionaria che quella foresta fosse in realtà un nuovo giardino in tutto e per tutto legittimo come quello euclideo, con forme diverse ma altrettanto interessanti, stravolse la vita di János Bolyai e Nikolaj Ivanovič Lobačevskij, due geniali esploratori, che proseguendo il lavoro di Euclide con le stesse sue armi, si sono inoltrati in questo nuovo mondo, negando il V postulato e immaginando in modo diverso il comportamento all’infinito delle rette. Questi pionieri riuscirono, con grande coraggio e maestria matematica, a fondare una nuova geometria non euclidea, che oggi chiamiamo iperbolica, che comprende come caso particolare la geometria ordinaria: una pangeometria, come vorrà chiamare Lobačevskij questo nuovo mondo geometrico: un mondo logico ma assurdo, inimmaginabile per la nostra intuizione.  
Come può accadere che l’assurdo, frutto della logica, diventi a un livello più alto, esso stesso, logica? Questo libro tenta di sciogliere il nodo chiamando il lettore ad affacciarsi insieme agli autori sui nuovi straordinari strumenti che la geometria andava elaborando a partire da Eulero e Gauss alla fine del XVIII secolo. Questi strumenti, tra i quali, fondamentali, i nuovi concetti di curvatura, saranno capaci di orientare in modo nuovo l’intuizione dello spazio ampliando oltre ogni limite il numero e le caratteristiche dei possibili spazi. Questi spazi curvi, oggi chiamati, dal nome del suo ideatore, «varietà riemanniane», presentano comportamenti all’infinito compatibili con le geometrie non euclidee e diventeranno il fondamento di importanti studi che confluiranno in un nuovo campo di ricerca tutt’altro che esaurito: la geometria differenziale. 
Se ci fossimo arresi di fronte al mistero dell’infinito, se non avessimo cercato di capire più a fondo i possibili comportamenti all’infinito di una coppia di segmenti in vario modo inclinati rispetto a una comune trasversale, se ci fossimo arresi, come spesso oggi avviene, paghi del buon funzionamento della teoria nelle applicazioni – su questo la geometria euclidea è senza rivali – rinunciando a costruire un modello coerente col nostro pensiero e la nostra intuizione, nulla di tutto quello che troverete in questo libro sarebbe stato scoperto.  
E ciò che troverete nel libro è il racconto, non tecnico ma neanche superficiale, di come questa avventura intellettuale sia riuscita infine a costruire una nuova matematica che modifica il nostro modo di concepire lo spazio, una matematica che oggi viene insegnata nei corsi universitari nella parte formale ma che, per alcuni versi, pensiamo possa avere una qualche cittadinanza anche in una scuola italiana capace di rinnovarsi non tanto sulla base di fumose ricerche pedagogiche, quanto su contenuti come questi, oggi patrimonio indiscusso di una moderna cultura scientifica. 

I

Euclide e il nostro mondo



I tre gruppi di rappresentazioni che si legano ai concetti posti a
            base della teoria del continuo (Analysis situs) della geometria
            metrica (o metrica-differenziale) e della proiettiva, si possono riattaccare
            immediatamente a tre gruppi di sensazioni: rispettivamente alle sensazioni generali
            tattili-muscolari, a quelle del tatto speciale e della vista. 
F. Klein 


La retta, così semplice e così «vera» 



Un concetto che tutti noi usiamo
            nella vita pratica, fin da bambini, è quello di «dritto», o «diritto». È un concetto
            facile da capire: quando diciamo «stai dritto» si sa che vogliamo dire «non
                curvarti» o «non inclinarti», oppure
            quando suggeriamo «vai dritto» tutti intendono «stai attento a non cambiare
                direzione nel percorso». Il dritto, il
                curvo, l’inclinazione e la
                direzione sono concetti primitivi costruiti dal nostro sistema
            percettivo-motorio, dal nostro organismo, che attraverso sofisticati apparati percettivi
            ci informa costantemente della situazione in cui siamo coinvolti. L’orecchio ha una
            parte molto importante in tutto questo: nel sistema vestibolare dell’orecchio interno
            abbiamo una singolare riproduzione dei riferimenti cartesiani xyz,
            effettuata mediante tre canali pieni di liquido, orientati tra loro ad angolo retto, che
            ci regalano un filo a piombo personale. 
Per questo la verticale non è vissuta
            psicologicamente come una particolare «inclinazione» ma come una
            cosa diversa da essa: se sei «verticale» non sei «inclinato». E per questo,
            probabilmente, Euclide definisce l’angolo piano rettilineo come «inclinazione reciproca
            di due linee rette su un piano, le quali si incontrino tra loro e non giacciano in linea
            retta». Questa definizione sostituisce al concetto di angolo, ancora da definire, quello
            più intuitivo di «inclinazione», termine definito dalla conoscenza comune. 
L’inclinazione non è un oggetto
            concreto ma è piuttosto uno «stato» che ogni corpo umano riconosce attraverso i sensi,
            la propriocezione, la visione, e che diventa, per questo motivo, una realtà oggettiva
            comunicabile con una parola. L’inclinazione di una linea rispetto a un’altra, per
            esempio, è riconosciuta immediatamente dai nostri neuroni, che rispondono ad essa in
            maniera selettiva. Così particolari cellule dell’area visiva che rispondono a 20 gradi
            di inclinazione hanno, in questo caso, un massimo di scarica, mentre rimangono inerti e
            silenti se l’orientamento di ciò che viene visto si discosta dai 20°. Un bambino di
            appena due mesi già riconosce l’orientamento e reagisce a questo stimolo: 
[image: FIG. 1.1.]
FIG. 1.1.


nello stesso modo in cui vi reagiamo
            noi, individuandovi un cambiamento di direzione, una «spezzatura» o «frattura di linee»
            che genera un angolo, come scriveva Proclo, nel V secolo d.C., nel suo
                Commento al libro I degli Elementi di Euclide.
            
        
Il nostro muoverci nell’ambiente in
            cui viviamo, quindi, crea spontaneamente astrattissimi concetti geometrici. Quando
            tendiamo una mano per cogliere una mela da un ramo individuiamo un bersaglio, una
            direzione che guida lo stendere del braccio, e se in questa direzione sono allineati la
            spalla, il gomito, il polso, l’oggetto, allora il braccio è concepito come «dritto»,
            «rettilineo», situazione contrapposta all’essere piegato, al formare un angolo, al
            cambiare direzione. Questa situazione si estende naturalmente anche agli oggetti.
            L’essere rettilineo è una condizione cognitivamente molto forte e, insieme all’essere
            spezzato, guida il nostro muoverci nel mondo e l’individuarvi forme. 
Il linguaggio poi ci permette di
            condividere queste esperienze e questi concetti, ricavandone delle leggi empiriche a cui
            attribuiamo un valore inconfutabile di verità. Tutti noi sappiamo bene che se due
            persone A e B si incamminano nella stessa
            direzione e verso e vanno «dritto» (vedi fig. 1.2a) non potranno mai incontrarsi, mentre
            se si muovono «dritto» in modo che i loro percorsi rettilinei, inclinati sulla retta che
            unisce A con B, formino con essa angoli
            interni più piccoli di 90°, come nella figura 1.2b, allora sicuramente prima o poi si
            incontreranno in uno stesso punto.
        
[image: FIG. 1.2A.]
 FIG.
                1.2A.


[image: FIG. 1.2B.]
 FIG.
                1.2B.


Sappiamo che è vero perché è quello
            che ci insegna la nostra percezione e il nostro muoverci nell’ambiente in cui viviamo. 
Così la retta, nel nostro ambiente
            percepito, è una cosa semplice: è una linea «dritta» che, se è un percorso, non ti
            permette di cambiare direzione e ti fa fare la strada più corta tra
            il punto di partenza e quello di arrivo. La retta si riconosce subito, in un disegno,
            non si sbaglia, è così limpida nel suo essere che diventa anche una metafora: una vita
            «retta» è una vita senza sbandamenti pericolosi di qua e di là, è una vita virtuosa. 
Sembrerebbe, per questo, molto
            semplice definirla per quel che è, come oggetto geometrico. Euclide, che intende
            definire un ambiente geometrico analogo a quello naturale come noi lo percepiamo, la
            mette nelle primissime definizioni, la n. 4 del libro I, ma, dopo aver detto nella def.
            2 che una linea è lunghezza senza larghezza, si limita a dire nella 4 che: «La retta è
            una linea che giace ugualmente rispetto ai suoi punti». Appare un po’ oscura, come
            definizione, ma ciò che ci stupisce innanzitutto è che non ci sia alcun accenno al fatto
            che è il percorso più corto tra quelli possibili che uniscono due punti. Sembra però,
            secondo alcuni studiosi, che non sia colpa di Euclide ma dell’oscuro redattore che ci ha
            lasciato gli Elementi nell’attuale forma e che ne ha riportato la
            definizione (che era stata scritta da Erone) troncandone la fine. La versione completa
            della definizione quindi sarebbe:  
Linea retta è [quella] che allo stesso modo
                rispetto a [tutti] i suoi punti giace dritta e tesa al massimo tra gli
                estremi.
            


La definizione completa quindi
            conterrebbe anche, con quel «tesa al massimo tra gli estremi», il fatto cioè che una
            retta è il percorso più breve tra due punti, proprietà che non poteva essere sfuggita a
            Euclide. Archimede poi, nella sua opera Della sfera e del cilindro,
            postulerà chiaramente la retta con questa sola proprietà e la utilizzerà più volte: «La
            linea retta è la più corta tra tutte quelle con gli stessi estremi». 
Entrando ora in modo più deciso nel
            rigoroso campo matematico, proviamo a pensare a cosa potremmo portare come esempio di un
            oggetto così definito interpretando geometricamente, per cominciare, cosa potrebbe
            implicare quel «giace ugualmente rispetto ai propri punti, dritta e tesa al massimo tra
            gli estremi». Poiché la retta è una linea, cioè una lunghezza senza larghezza, potremmo
            vederla come il risultato dell’immersione di una linea in un ambiente a una sola
            dimensione. Questa linea potrebbe allungarsi a piacere senza però potersi espandere alla
            propria sinistra o alla propria destra, né in alto o in basso, rispetto a sé stessa,
            perché questi movimenti richiederebbero ulteriori dimensioni. Di conseguenza, se
            potessimo porre l’occhio in corrispondenza di un suo estremo e della sua direzione, la
            vedremmo, in questa prospettiva, come un punto solo, senza debordamenti da alcuna parte. 
Quindi una linea che può giacere in
            un ambiente unidimensionale «giace ugualmente rispetto ai suoi punti» e può essere
            chiamata «retta». 
In definitiva si potrebbe dunque
            pensare di riconoscere una linea come retta se, spostando a piacere una sua parte
            qualunque in un punto a piacere della linea stessa, questa parte risultasse essere
            sovrapponibile alla linea, coincidendo totalmente con essa (vedi fig. 1.3a).
            
        
[image: FIG. 1.3. Nel caso (a) la linea AB è retta, nel caso (b) la linea AB non lo è.]
FIG. 1.3. Nel caso (a) la
                    linea AB è retta, nel caso (b) la linea
                        AB non lo è.


Questa situazione ci rappresenta la
            retta esattamente così come i nostri sensi ce la descrivono. In particolare la vedremo
            molto spesso giacere su un piano. Euclide infatti, dopo aver definito una superficie
            come ciò che ha solo lunghezza e larghezza, definisce il piano come quella superficie
            che giace ugualmente rispetto alle proprie rette. Viene alla mente immediatamente ciò
            che abbiamo «visto» per la retta: il piano, a differenza ad esempio di un cubo, può
            vivere in un ambiente con solo due dimensioni, la lunghezza e la larghezza, e per questo
            motivo può ospitare su sé stesso le rette (fig. 1.4a). Qualunque altra superficie
            bidimensionale che non possa vivere (svilupparsi) in due sole dimensioni, ad esempio la
            superficie di una sfera (fig. 1.4b), non può essere chiamata «piana»:
            
        
[image: FIG. 1.4A.]
 FIG.
                1.4A.


[image: FIG. 1.4B.]
 FIG.
                1.4B.


I piani dunque si trovano
            nell’ambiente euclideo tridimensionale posti comunque si voglia, ma sempre estesi e
            giacenti ugualmente rispetto alle proprie rette, cioè sviluppati nelle sole due
            dimensioni di lunghezza e larghezza, senza poter alzarsi o abbassarsi in gobbe o
            avvallamenti, cosa che ne richiederebbe una terza, la profondità. Come vedremmo allora
            un piano ponendolo davanti all’occhio nella direzione nella quale esso lo guarda? A
            questo punto è facile rispondere: anche in questo caso, come nella realtà, vedremmo solo
            una delle rette che lo limitano, quella posta davanti all’occhio (ricordiamo che il
            piano, come la retta, per Euclide sono degli oggetti finiti e limitati, anche se
            espandibili a piacere). 

Qualcosa però non va sempre dritto… 



Una volta che abbiamo preso un po’
            di confidenza con la logica del ragionare in matematica potremmo alla fine esserne
            intrigati. Essere intrigati dalla matematica vuol dire non riuscire a smettere di
            pensare, davanti a ipotesi intriganti, e a cercare di immaginarne le conseguenze. 
Continuando allora a pensare a cosa
            può essere chiamato «retta» e «superficie» secondo la definizione di Euclide, la calotta
            sferica di cui abbiamo appena parlato può farci venire un pensiero improvviso,
            un’intuizione inquietante: la «retta» appena descritta non è l’unica linea che rispetta
            la definizione di Euclide come l’abbiamo appena pensata, perché anche un segmento di
            circonferenza la soddisfa! Sia infatti AB un arco di cerchio e
                CD una sua parte qualunque, vediamo subito come
                CD sia sovrapponibile e coincidente con
            la linea AB in qualunque punto di essa la si sposti. 
[image: FIG. 1.5. Apollonio aveva chiamato omeomerismo questa proprietà di una linea di poter coincidere con ogni sua parte, comunque presa, se sovrapposta ad essa con un movimento rigido.]
FIG. 1.5. Apollonio aveva
                    chiamato omeomerismo questa proprietà di una linea di poter
                    coincidere con ogni sua parte, comunque presa, se sovrapposta ad essa con un
                    movimento rigido. 


Però poi, guardando bene, ci
            accorgiamo che c’è un particolare che non permette all’arco di circonferenza di essere
            una «retta» ed è il fatto che di archi di circonferenza di estremi
                A e B ne possiamo disegnare infiniti, nel
            piano, e di lunghezza diversa, ma nessuno di essi può soddisfare la richiesta della
            «minima distanza» tra A e B (vedi fig. 1.6a). 
Ci rilassiamo quindi, non ci sono
            problemi, l’arco di circonferenza non può essere chiamato «retta», ma subito sorge
            un’altra domanda inquietante: e se i due punti A e
                B si trovassero sulla superficie di una sfera? In questo caso
            la situazione sarebbe molto diversa: presi due punti A e
                B sulla sfera, possiamo verificare (fig. 1.6b) che esistono
            molti archi di circonferenza che li uniscono, e che ne esiste uno e uno solo che ha la
            misura minima: quello che appartiene al cerchio che ha il centro coincidente con il
            centro della sfera. Questo arco minimo ha curvatura minore di tutti gli altri e quindi,
            curvandosi meno, è il più corto. Questo particolare arco può essere chiamato «retta»,
            sulla superficie sferica, perché ne soddisfa la definizione (vedi fig.
            1.6):
        
[image: FIG. 1.6. (a) Archi di circonferenza tra A e B nel piano. (b) Retta sferica tra A e B su una superficie sferica.]
FIG. 1.6. (a) Archi di
                    circonferenza tra A e B nel piano. (b)
                    Retta sferica tra A e B su una
                    superficie sferica.


Il concetto intuitivo di
            «curvatura», mai usato da Euclide e definito rigorosamente molto più tardi, nel XVIII
            secolo – lo vedremo bene in tutti i suoi particolari nel capitolo IV – si è legato, nel
            tempo, al raggio: più aumenta il raggio di una circonferenza più diminuisce il suo
            incurvarsi (vedi fig. 1.7). Data questa evidenza, i matematici hanno scelto di associare
            la misura della curvatura all’inverso del raggio: più aumenta la misura del raggio più
            diminuisce la misura della curvatura della circonferenza. Naturalmente altre scelte
            sarebbero state possibili ma questa è quella che alla fine si è affermata
            definitivamente. 
[image: FIG. 1.7. La curvatura relativa alla circonferenza col raggio più piccolo è maggiore di quella relativa alla circonferenza col raggio più grande.]
FIG. 1.7. La curvatura
                    relativa alla circonferenza col raggio più piccolo è maggiore di quella relativa
                    alla circonferenza col raggio più grande.


Tornando a esplorare ancora sulla
            superficie sferica, possiamo vedere come su di essa esistano infinite
                linee parallele tra loro, senza che si possa trovare neanche
            una coppia di rette sferiche parallele (vedi
            fig. 1.8):
        
[image: FIG. 1.8. (a) Linee parallele. (b) Linee parallele di cui solo una è retta, l’equatore, perché il cerchio a cui appartiene ha il centro nel centro della sfera.]
FIG. 1.8. (a) Linee
                    parallele. (b) Linee parallele di cui solo una è retta,
                    l’equatore, perché il cerchio a cui appartiene ha il centro nel centro della
                    sfera.


Naturalmente sulla superficie della
            sfera esistono infiniti «equatori»: sono le circonferenze massime, che, come già detto,
            sono quelle che si ottengono intersecando la sfera con un piano che passa per il suo
            centro: 
[image: FIG. 1.9. Dato un qualunque punto P sulla superficie sferica esistono infiniti cerchi massimi passanti per P.]
FIG. 1.9. Dato un qualunque
                    punto P sulla superficie sferica esistono infiniti cerchi
                    massimi passanti per P.


Tali circonferenze massime sono
            quelle che, tra tutte le circonferenze che si possono tracciare sulla sfera, hanno la
            minima curvatura, cioè sono le più «dritte» e quindi sono quelle che, «dritte e tese al
            massimo», uniscono lungo la superficie della sfera due punti
            dati, con la minima distanza. 
Non solo: dati due punti
                A e B sulla superficie della sfera, non
            antipodali (cioè che non sono estremi di uno stesso diametro della sfera, vedi fig.
            1.10a), possiamo dimostrare che esiste un unico arco di cerchio massimo che congiunge
                A con B. Infatti dire che i due punti
                A e B non sono sullo stesso diametro
            significa dire che i tre punti A, B,
                O (O centro della sfera) non sono
            allineati e quindi esisterà un solo piano che li contiene il quale, passando per il
            centro O della sfera, intersecherà la sua superficie in un cerchio
            massimo che contiene A e B. 
[image: FIG. 1.10. (a) Per A e B non antipodali passa sempre una sola «retta sferica». (b) Per A e B antipodali passano infinite rette sferiche.]
FIG. 1.10. (a) Per
                        A e B non antipodali passa sempre
                    una sola «retta sferica». (b) Per A e
                        B antipodali passano infinite rette
                sferiche.


Se invece A e
                B sono antipodali – pensate come esempio ai due poli della
            terra (vedi fig. 1.10b) – allora sono allineati col centro O della
            sfera e così per essi e per O passano infiniti piani e quindi
            infinite circonferenze massime, cioè infinite rette sferiche! 
Riguardo alla geometria sulla
            superficie di una sfera, possiamo riconoscere a Menelao (II sec. d.C.) il grande merito
            di aver introdotto, utilizzando gli archi delle circonferenze massime, la nozione
            di «retta sferica» e di avere studiato a fondo i teoremi validi
            su un ambiente bidimensionale, sferico, e immerso in un ambiente tridimensionale
            euclideo, teoremi che vedremo in tutti i loro particolari nel capitolo II. 
Ma torniamo ora a Euclide e al suo
            ambiente tridimensionale. Abbiamo appena visto che Menelao ha usato l’ambiente
            «superficie sferica» senza aver bisogno di postulati costruttivi che lo creassero,
            perché questo ambiente era già stato ben definito nelle sue proprietà globali dalla
            geometria euclidea, e si è occupato solo di definire su di essa gli oggetti di studio. 
Ma come è stato costruito invece
            l’ambiente euclideo? Euclide ha dovuto fare delle scelte ben ponderate che fossero in
            grado di costruirgli un ambiente così come lui voleva che fosse, scelte non facili che,
            così diremmo oggi, lo hanno reso un ambiente a curvatura 0 – come sarà evidenziato molti
            secoli dopo e come vedremo in dettaglio nei capitoli che seguiranno – scelte che hanno
            determinato la natura degli enti su di esso, conosciuti e studiati in tutto il mondo. 
Andiamo a vedere, nei paragrafi che
            seguono, le geniali – e forse anche per questo contestate nei secoli – scelte
            costruttive di Euclide. 

Definizioni, postulati e nozioni comuni 



Fondare una geometria chiede di
            cominciare l’opera con le definizioni degli oggetti geometrici fondamentali, per
            caratterizzarli, anche se a volte solo intuitivamente, e le cui proprietà saranno poi
            indagate nel corso dell’opera. 
        
Ecco le prime 10 definizioni (o
                termini, nel linguaggio euclideo) delle 23 che leggiamo
            all’inizio del libro I degli Elementi così come si trovano nella
            traduzione di Frajese-Maccioni: 
1. Punto è ciò che non ha parti. 
2. Linea è lunghezza senza larghezza. 
3. Estremi di una linea sono punti. 
4. Linea retta è quella che giace ugualmente
                rispetto ai propri punti. 


Una cosa da sottolineare è la
            differenza tra il concetto moderno di «retta» e quello invece creato da Euclide: per noi
            una retta è una linea infinita – quando ne usiamo pezzetti finiti li chiamiamo
            «segmenti» – mentre per Euclide la retta è sempre un segmento finito, con punti come
            estremi, con la proprietà di poter essere esteso tanto quanto si vuole, creando così un
            infinito potenziale. Quando parla di infinito, Euclide spesso usa il termine «retta
            illimitata», cioè senza estremi e quindi senza una lunghezza determinata. 
5. Superficie è ciò che ha solo lunghezza e
                larghezza. 
6. Estremi di una superficie sono linee. 
7. Superficie piana è quella che giace ugualmente
                rispetto alle proprie rette. 
8. Angolo piano è l’inclinazione reciproca di due
                linee su un piano, le quali si incontrino tra loro e non giacciano in linea retta. 
9. Quando le linee che comprendono l’angolo sono
                rette, l’angolo si chiama rettilineo. 
10. Quando una retta innalzata su una [altra]
                retta forma gli angoli adiacenti uguali tra loro, ciascuno dei due angoli è retto, e
                la linea innalzata si chiama perpendicolare a quella su cui è
                innalzata.
            


La definizione 9 potrebbe suonare
            superflua al lettore, perché noi a scuola abbiamo conosciuto solo angoli rettilinei e
            potremmo non concepirne altri, ma nella matematica del tempo era stata sviluppata anche
            una geometria degli angoli curvilinei, teoria non usata da Euclide, che sviluppa invece
            una geometria fondata solo su angoli rettilinei. 
Seguono poi le definizioni di
            cerchio e di ciò che lo riguarda: il diametro, la circonferenza, il centro e il
            semicerchio. Vengono di seguito definiti i triangoli e i quadrilateri nelle loro
            specificità, e si conclude l’elenco con la definizione di rette parallele: 
23. Parallele sono quelle rette che, essendo nello
                stesso piano e venendo prolungate illimitatamente dall’una e dall’altra parte, non
                si incontrano tra loro da nessuna delle due parti. 


Rileggendo di seguito le definizioni
            ci possiamo accorgere di come solo dalla 8 in poi i concetti vengano definiti per mezzo
            di elementi che già hanno avuto una loro definizione, mentre le prime sette vengono date
            usando concetti intuitivamente presenti nella nostra mente ma senza una loro definizione
            – e come si potrebbe? Se cercassimo di farlo cadremmo in un infinito percorso
            all’indietro, senza possibilità di avere un inizio – e per questo sono state chiamate
                termini primitivi, mentre le definizioni rimanenti, dalla 8
            alla 23, hanno preso il nome di termini definiti. Riassumendo, gli
            enti primitivi sono il punto, la linea, la superficie, con le loro caratteristiche. 
Date le definizioni necessarie,
            Euclide passa a enunciare i postulati (o richieste, poiché si
                richiedeva di accettare come vere le proposizioni che
            seguivano). Tali richieste sono di due tipi diversi: le nozioni
            comuni sono 8 richieste che valgono sia per la geometria che per altre scienze, mentre i
            postulati, che valgono solo per la geometria, sono 5. 
Ecco alcune nozioni comuni (dalla IV
            alla VI sono dello stesso tipo della III e le abbiamo omesse): 
I. Cose che sono uguali a una stessa sono uguali
                tra loro. 
II. E se cose uguali sono addizionate a cose
                uguali, le totalità sono uguali. 
III. E se da cose uguali sono sottratte cose
                uguali, i resti sono uguali. 
VII. E cose che coincidono tra loro sono tra loro
                uguali. 
VIII. E il tutto è maggiore della parte.
            


Ed ecco ora i postulati geometrici: 
I. Risulti postulato che si possa condurre una
                linea retta da un qualsiasi punto a ogni altro punto. 
II. E che una retta terminata [= finita] si possa
                prolungare continuamente in linea retta. 
III. E che si possa descrivere un cerchio con
                qualsiasi centro e ogni distanza [= raggio]. 
IV. E che tutti gli angoli retti siano uguali tra
                loro. 
V. E che, se una retta venendo a cadere su due
                rette forma gli angoli interni e dalla stessa parte minori di due retti [= tali che
                la loro somma sia minore di due retti], le due rette prolungate illimitatamente
                verranno a incontrarsi da quella parte in cui sono gli angoli minori di due retti.
            


Il I postulato afferma, in sostanza,
            che non possono esistere due punti in contatto tra loro e che,
            dati comunque due punti, è sempre possibile disegnare una retta
            che li congiunga. 
Il II postulato attribuisce alla
            retta la caratteristica di essere una linea sempre prolungabile e sempre con due
            estremi. 
Il III postulato chiede che si possa
            tracciare un cerchio con qualunque centro e con qualunque raggio. 
Nel IV postulato non si propongono
            delle costruzioni – come quelle delle linee rette nei primi due e del cerchio nel terzo
            – ma si chiede di accettare che tutti gli angoli retti siano uguali tra loro. Ci si
            potrebbe chiedere come mai serva un postulato, quando già nella decima definizione
            troviamo definiti gli angoli retti con una costruzione che li rende uguali tra loro. È
            vero, gli angoli retti sono già definiti uguali tra loro, ma solo a due a due, quando
            sono adiacenti, e nulla invece si potrebbe dire a questo punto, senza il IV postulato,
            dell’uguaglianza o meno di due angoli retti posti in modo qualunque sul piano, che non
            siano, cioè, adiacenti. 
Il V e ultimo postulato serve a
            Euclide per la creazione rigorosa di un ambiente geometrico pari a quello percepito e
            costruito dai nostri sensi, attraverso una sistemazione efficiente della teoria delle
            parallele che vedremo nell’ultimo paragrafo, contribuendo così a rendere l’opera un vero
            capolavoro della logica e della matematica. 

I primi teoremi degli «Elementi» 



Nel libro I degli
                Elementi, dopo aver presentato le definizioni e i postulati,
            Euclide dimostra ben 48 proposizioni (o
            teoremi) e le prime 28 di queste, molto importanti per i fondamenti dell’opera, non
            necessitano, per la loro dimostrazione, del V postulato. Si chiamano teoremi
                assoluti quei teoremi che, per essere dimostrati, non richiedono il V
            postulato. Vediamone alcuni esempi, alcuni dei quali hanno un carattere «costruttivo»,
            deducono cioè dalle definizioni e dai postulati la possibilità di fare ulteriori
            costruzioni: 
Prop. 1. Su una data retta terminata costruire un
                triangolo equilatero. 
Prop. 2. Applicare a un punto dato una retta
                uguale a una retta data [la proposizione 2 permette di applicare il
                    trasporto di un segmento cioè permette di costruire un
                segmento uguale a un segmento dato e con un estremo in un qualunque punto del
                piano]. 
Prop. 4. Se due triangoli hanno uguali due lati e
                l’angolo compreso, allora sono uguali. 
Prop. 5. Gli angoli alla base di un triangolo
                isoscele sono uguali. 
Prop. 10. Dividere per metà una retta terminata
                data. 
Prop. 15. Se due rette si tagliano tra loro,
                formano gli angoli opposti al vertice tra loro uguali. 
Prop. 16. In ogni triangolo, se si prolunga uno
                dei lati, l’angolo esterno è maggiore di ciascuno degli angoli interni e opposti. 
Prop. 17. In ogni triangolo la somma di due
                angoli, comunque presi, è minore di due retti. 


Per illustrare il metodo
            dimostrativo degli Elementi, vediamo le dimostrazioni di due
            proposizioni, la 16 e la 17, importanti per il loro ruolo nella formulazione del V
            postulato. 
Ecco la dimostrazione del teorema
            16, detto anche «dell’angolo esterno»:
        
Prop. 16. In ogni triangolo, se si prolunga uno
                dei lati, l’angolo esterno è maggiore di ciascuno degli angoli interni e opposti.
            


Sia ABC un triangolo, si
                prolunghi il suo lato BC oltre C fino a
                    D (per il post. II) e si divida AC a
                metà in E (per la prop. I-10); tracciata la congiungente
                    BE (per il post. I) la si prolunghi oltre
                    E (per il post. II) e sul prolungamento si ponga
                    EF = BE (per la prop. I-2). Si tracci
                poi la congiungente FC (per il post. I). Poiché risulta
                    AE = EC e BE =
                    EF e che l’angolo AEB =
                    FEC perché opposti al vertice (per la prop. I-15), il
                triangolo ABE e il triangolo FEC sono
                uguali e quindi sono uguali anche gli angoli BAE e
                    ECF perché opposti rispettivamente a lati uguali (prop.
                I-4). Ma l’angolo ECD > ECF (noz. com.
                VIII) quindi l’angolo ACD è maggiore dell’angolo
                    BAE. 


[image: FIG. 1.11.]
FIG. 1.11.
                


Dividendo poi il lato BC in
                due parti uguali, si può similmente provare, prolungando il lato
                    AC oltre C sino a
                    G, che l’angolo ABC è minore
                dell’angolo BCG che è uguale all’angolo
                    ACD. 
C.V.D. 


Passiamo ora al teorema 17,
            interessante perché questo teorema e il V postulato sono molto legati l’uno all’altro.
            Come sappiamo, un teorema è una implicazione logica tra un’ipotesi (considerata vera) e
            una tesi da dimostrare, implicazione che si può descrivere formalmente con
                I ⇒ T. Il teorema che si forma invertendo
            l’ipotesi con la tesi, quindi T ⇒ I, si chiama
            inverso del primo. 
Vogliamo qui ricordare e
            sottolineare una cosa molto importante da sapere quando ci si trova
            davanti l’uso della logica matematica: non sempre l’inverso di
            un teorema «vero» (cioè verificato da una dimostrazione) è «vero» anch’esso. Eccone un
            esempio concreto: è vera l’implicazione logica A: «se un angolo è
            ottuso allora è maggiore della metà di un angolo retto» ma non è vera l’implicazione
            inversa «se un angolo è maggiore della metà di un angolo retto allora l’angolo è
            ottuso». 
Quindi data la proposizione 17 «In
            ogni triangolo [cioè comunque date tre rette che si intersecano tra loro formando un
            triangolo] la somma di due angoli, comunque presi, è minore di due retti», invertendola
            otteniamo l’enunciato inverso: «Se la somma degli angoli interni formati da due rette e
            una terza che le interseca entrambe è minore di due retti, allora da quella parte si
            forma un triangolo» (V postulato) che non ha alcuna garanzia di verità. 
Continuando a prendere come esempio
            l’implicazione A: «se un angolo è ottuso allora è maggiore della
            metà di un angolo retto», l’unica cosa vera che si può affermare da questa implicazione
            logica dimostrata vera è che «se un angolo non è maggiore della metà di un angolo retto allora
                non è un angolo ottuso».
            Questa ultima implicazione, che si chiama contronominale di
                A, si ottiene negando la tesi e negando l’ipotesi di
                A: non T ⇒ non I, ed
            è sempre vera se è vera l’implicazione A. 
Anticipate queste poche nozioni che
            ci serviranno in seguito, vediamo la dimostrazione del teorema 17: 
Prop. 17. In ogni triangolo la somma di due
                angoli, comunque presi, è minore di due retti. 


Consideriamo il triangolo
                    ABC e prolunghiamo BC fino a
                    D (possibile per il II postulato).
            
Poiché nel triangolo ABC
                l’angolo ACD è esterno, allora è maggiore dell’angolo interno e
                opposto ABC (per la prop. 16). Se sommiamo a entrambi l’angolo
                    ACB avremo quindi che 
ACD +
                    ACB > ABC +
                    ACB
            


[image: FIG. 1.12.]
FIG. 1.12.
                


Ma ACD +
                    ACB è ugua-le a due retti (per la prop. 13) e quindi
                    ABC + ACB sarà minore di due retti.
                Ugualmente potremo dimostrarlo per la somma BAC +
                    ACB e per la somma CAB +
                    ABC. 
C.V.D. 



Il problema del V postulato 



Abbiamo visto che Euclide definisce
            (libro I, def. 23) parallele due rette che 
essendo nello stesso piano e venendo prolungate
                illimitatamente dall’una e dall’altra parte, non si incontrano tra loro da nessuna
                delle due parti, 


definizione che in un qualche modo
            ci chiede di immaginare all’infinito qualcosa che non possiamo sperimentare, dal momento
            che ogni nostro possibile quadro, come nella realtà, sarà comunque finito. Che succederà
            allora all’infinito? I nostri sensi ci suggeriscono che non succederà niente di diverso
            di ciò che succede al finito, ma i nostri sensi non possono conoscere l’ambiente là dove
            non possono arrivare. E se all’infinito l’ambiente si incurvasse – pensate a un cubo di
            gomma preso tra le dita che ne allunghino e ne pressino in modo continuo i bordi
            fino all’infinito senza però mai unirli – e facesse così
            avvicinare tra loro in modo asintotico le rette parallele, senza che possano incontrarsi
            né da una parte né dall’altra? 
[image: FIG. 1.13.]
FIG. 1.13.
                


Sarebbe possibile, e le rette
            resterebbero parallele, perché non si incontrerebbero né da una parte né dall’altra, ma
            Euclide voleva che le rette parallele corressero equidistanti per tutto lo spazio
            infinito senza mai la possibilità di curvarsi e di avvicinarsi. 
Occorreva quindi aggiungere un
            vincolo e per questo Euclide ha formulato un postulato ad hoc che
            escludesse la possibilità, all’infinito, di comportamenti diversi da quelli definiti al
            finito. 
Per fare questo comincia col
            dimostrare, come abbiamo visto, un primo fondamentale teorema, il teorema dell’angolo
            esterno (vedi fig. 1.11) dal quale si può dedurre che se due rette sono tagliate da una
            terza retta e formano con questa due angoli interni la cui somma è 180°, allora le due
            rette, prolungate quanto si vuole, non potranno incontrarsi né da una parte né
            dall’altra perché, se lo facessero, formerebbero un triangolo il cui angolo esterno
            risulterebbe uguale (e non maggiore) a un angolo interno non adiacente (fig.
            1.14):
        
[image: FIG. 1.14. Se α + β = 180° allora l’﻿angolo esterno ε = 180° – β sarebbe uguale all’angolo interno α ad esso non adiacente, cosa non possibile in un triangolo, per il teorema 16.]
FIG. 1.14. Se α +
                        β = 180° allora l’﻿angolo esterno ε = 180° – β sarebbe
                    uguale all’angolo interno α ad esso non adiacente, cosa
                    non possibile in un triangolo, per il teorema 16.


In questo caso l’immaginazione ci
            suggerisce una situazione e la logica la conferma. Un teorema al finito, quello
            dell’angolo esterno, come molti altri sui triangoli, che può facilmente essere
            dimostrato e disegnato, ha una ripercussione all’infinito. Notevole! 
In particolare, se tracciamo al
            finito due rette perpendicolari a una stessa retta, queste, comunque si prolunghino, non
            potranno mai incontrarsi. 
[image: FIG. 1.15. AB è parallela a CD.]
FIG. 1.15.
                    AB è parallela a
                CD.


Ed è ora che arriva il colpo di
            genio. Euclide si rende conto che per evitare la possibilità di ritrovarsi a lavorare in
            un ambiente come il cubo di gomma deformato (vedi fig. 1.13), per caratterizzare le
            rette parallele non basta solo vederle come quelle che,
            intersecate da una stessa retta, formano con essa angoli interni
            la cui somma sia = 180°, ma è necessario anche imporre che se, viceversa, due rette
            tagliate da una trasversale formano con essa angoli interni la cui somma sia minore di
            180° (il caso del cubo deformato), allora le due rette sicuramente si incontreranno,
            cioè in quel caso non potranno essere parallele. Questa seconda, fondamentale
            condizione, non è però logicamente derivabile dalla prima! 
L’imposizione – e non la
            dimostrazione, perché si tratta di una scelta tra altre possibili – è necessaria per una
            semplice questione di logica che abbiamo visto nel paragrafo precedente e che
            ricordiamo: se dimostriamo come vera l’implicazione «Se A allora
                B» possiamo dedurne con sicurezza solo che «Se non
            B allora non
            A», mentre niente possiamo dire sulla verità di «Se
                B allora A». Perciò, posto
                A come «Se due rette sono tagliate da una terza retta e formano
            con questa angoli interni la cui somma è 180°» e B come «le rette
            sono parallele», dalla implicazione «Se A allora
                B» posso dedurre logicamente solo l’implicazione contronominale
            «Se due rette non sono parallele allora le due rette,
            tagliate da una terza retta, non formano angoli interni la cui somma è 180°», mentre nulla potrei dire sulla
            verità o falsità della proposizione che invece interessa avere: la
                «B implica A», cioè: «Se le rette sono
            parallele allora tagliate da una trasversale, formano angoli interni la cui somma è
            180°». 
Non si potrebbe dire nulla perché
            le rette potrebbero avere, in quel caso, anche altri comportamenti e, restando
            parallele, formare angoli interni la cui somma è minore di 180°, possibilità del cubo
            deformato che Euclide vuole escludere.
        
E così Euclide
                sceglie e postula il suo V postulato, cioè ci chiede di
            accettare come vera questa affermazione, nella quale è molto importante logicamente
            l’ordine delle proposizioni: 
Qualora una retta che incide su due rette faccia
                minori di due angoli retti gli angoli all’interno e dalla stessa parte, le due rette
                prolungate illimitatamente incidono dalla stessa parte in cui sono gli angoli minori
                di due retti. 


Accettata l’affermazione, ne avremo
            come conseguente contronominale che se due rette non si incontrano né da una parte né
            dall’altra (cioè se sono parallele), la somma degli angoli non potrà essere minore di
            due angoli retti né da una parte né dall’altra e quindi dovrà necessariamente essere
            uguale a due retti, poiché se da una parte questa somma fosse maggiore a due retti,
            dall’altra parte dovrebbe essere allora minore. Questo vincolo ci assicura che se due
            rette sono parallele allora sono anche equidistanti, ovunque si trovino. 
Per concludere, fissando un punto
            esterno a una data retta, Euclide dimostra infine che esiste sempre per quel punto una
            parallela alla retta data che si può costruire esplicitamente (ad esempio, come nella
            fig. 1.16a, servendosi di due perpendicolari). 
In virtù del suo V postulato,
            Euclide può anche concludere che tale parallela è unica: infatti se per assurdo ci fosse
            un’altra parallela per lo stesso punto, l’angolo da essa formato con la trasversale
            sarebbe diverso da un angolo retto e quindi da una delle due parti sarebbe acuto e
            quindi, da quella parte, la somma degli angoli sarebbe minore di due angoli retti e le
            due rette sarebbero incidenti. 
[image: FIG. 1.16A. Esistenza.]
 FIG. 1.16A.
                    Esistenza.


[image: FIG. 1.16B. Unicità.]
FIG. 1.16B.
                    Unicità.


Questo è in sostanza il fondamento
            della teoria euclidea del parallelismo ed è su questo che si rafforza e si sviluppa la
            nostra stessa intuizione geometrica, intuizione così prepotente nel decidere la «verità»
            che a volte non prende in considerazione il fatto che Euclide sta
                costruendo, non descrivendo, un ambiente,
            finendo così per non accettare che una cosa evidente e vera, come
            il fatto che se due persone si incamminano in linea retta secondo angoli acuti, interni
            e dalla stessa parte, allora prima o poi sicuramente si incontreranno, non possa essere
            dimostrata, ma vada invece accettata come postulato. È davvero difficile arrivare a
            pensare che questo «è vero» non perché «è vero in assoluto» ma solo perché l’ambiente in
            cui ciò accade è stato costruito dalla scelta di caratteristiche tali da poterlo
            permettere. 
È importante sottolineare infine
            quanto, nei secoli successivi a Euclide, la decadenza della cultura scientifica abbia
            portato a sostituire con rozze approssimazioni questa raffinata trattazione fortemente
            legata alla logica formale. 
Tutti gli ambienti matematici
            quindi, anche quelli più direttamente conosciuti, vanno costruiti matematicamente con
            rigore, senza lasciare spazi a conclusioni intuitive o ad alternative nascoste. La
            storia nei secoli dei tentativi di dimostrare il V postulato evidenzia
            come spesso si pensasse invece all’ambiente euclideo come a un
            unico oggetto preesistente alle definizioni e ai postulati e pieno quindi di situazioni
            «vere» in assoluto, che per questo si sarebbero potute dimostrare, non imporre. La
            storia di questi tentativi e il loro insuccesso, che vedremo nel capitolo III,
            costituisce il più grande elogio alla capacità di Euclide, che non si è lasciato
            illudere in alcun modo dal forte contenuto intuitivo della proposizione in oggetto e che
            l’ha decisamente enunciata come postulato, costruendo così, e non descrivendo, un
            ambiente, lanciando in questo modo una sfida ai suoi successori, da lui alla fine vinta. 
Nel concludere questo capitolo
            mostriamo, come già accennato parlando della geometria sferica di Menelao, come la forma
            globale di un ambiente si rifletta in modo profondo sulle proprietà locali delle figure
            geometriche che è possibile costruirvi. Una prima fondamentale conseguenza della teoria
            delle parallele di Euclide è il rendere possibile l’esistenza del rettangolo e, in
            particolare del quadrato, l’esistenza cioè di una figura con 4 lati uguali e 4 angoli
            retti. Vediamo nel dettaglio la costruzione euclidea (I,46)
            (vedi fig. 1.17). 
[image: FIG. 1.17.]
FIG. 1.17.
                


L’angolo in θ è retto perché
                BD è parallela ad AC e
                CD è una trasversale che taglia queste due parallele nei punti
                C e D; quindi, per il V postulato, 90° +
                θ = 180°
            quindi θ è
            retto. 
Come si vede la costruzione di una
            figura con 4 angoli retti utilizza in modo determinante sia l’esistenza della parallela
            che la sua unicità. 
L’uguaglianza dei lati del quadrato
            segue ancora dal V postulato, infatti (fig. 1.18) considerando la trasversale
                CB alle stesse parallele BD e
                AC, abbiamo gli angoli alterni interni uguali e quindi i
            triangoli rettangoli ACB e DBC sono uguali. 
[image: FIG. 1.18.]
FIG. 1.18.
                


Se ora accostiamo due quadrati
            (fig. 1.19), poiché gli angoli adiacenti sono retti i lati DF e
                FE sono allineati e dunque i punti DFE si
            trovano su una stessa retta. 
        
[image: FIG. 1.19.]
FIG. 1.19.
                


Aggiungendo quadrati adiacenti si
            viene a costruire una rete di rette che dà luogo a una scacchiera di quadrati, tutti
            uguali tra di loro che si ripete identica a sé stessa e che permette di immaginare la
            struttura dello spazio, l’ambiente, anche a distanze molto grandi nelle quali ogni forma
            si ritrova traslata e identica a sé stessa: 
[image: FIG. 1.20.]
FIG. 1.20.
                


Questa rete di quadrati guida le
            nostre immagini intuitive dello spazio. Ad esempio siamo ben certi che se due rette
            hanno un punto in comune la distanza tra loro può aumentare oltre ogni limite o che, se
            la distanza tra due rette non è costante, le due rette non possono essere parallele ma
            debbono, magari molto lontano, incontrarsi. Ci rendiamo anche facilmente conto di come
            si possa ingrandire quanto si voglia una figura senza cambiarne la forma, come si possa
            cioè immaginare una teoria della similitudine che in tutto rigore sarà sviluppata da
            Euclide nel libro VI degli Elementi, a differenza di ciò che
            succede in una superficie sferica, sulla quale, come vedremo, non possono esistere
            figure simili. 
L’introduzione delle coordinate
            cartesiane e dello spazio assoluto di Newton darà poi alla geometria euclidea e al V
            postulato, su cui è fondata, la possibilità di fornire l’immagine dello spazio che
            rappresenta così come ci si presenta intuitivamente: uno spazio infinito e omogeneo.
        


II

Menelao e l’ambiente sferico



Dunque, il compito non è tanto di veder ciò che nessuno ha ancora
            visto, ma quello di pensare ciò che nessuno ha ancora pensato a proposito di ciò che
            tutti vedono. 
E. Schrödinger 


Le «rette curve» 



Tra tutte le forme geometriche che
            possiamo ritrovare negli Elementi di Euclide, la superficie sferica
            è tra quelle che più ha affascinato gli scienziati e gli antichi filosofi greci.
            Aristotele pensava che la sfera fosse il più perfetto di tutti i possibili oggetti
            geometrici e che per questo i cieli dovevano avere una forma sferica. Archimede, uno dei
            più grandi scienziati di tutti i tempi, era riuscito a dimostrare la forma sferica della
            terra a partire da semplici considerazioni di fluidodinamica, Ipparco e poi Tolomeo si
            servirono della superficie sferica – la volta celeste – per rappresentare i pianeti e
            tutti gli astri e per poter così descrivere i loro movimenti e prevederne la posizione. 
Negli Elementi
            di Euclide però troviamo solo, per quanto riguarda la sfera, le seguenti definizioni
            all’inizio del libro XI: 
Def. XIV. Sfera è la figura che viene compresa
                quando, restando immobile il diametro di un semicerchio, si faccia ruotare il
                semicerchio intorno al diametro finché non ritorni nuovamente nella stessa posizione
                da cui si cominciò a farlo muovere.
            
Def. XV. Asse della sfera è la retta immobile
                attorno a cui si fa ruotare il semicerchio. 
Def. XVI. Centro di una sfera è quello stesso punto
                che è anche il centro del semicerchio. 
Def. XVII. Diametro di una sfera è la retta la
                quale sia condotta per il centro, e che sia terminata da ambedue le parti sulla
                superficie della sfera. 


Oltre a queste definizioni – a parte
            l’ultimo teorema del libro XII nel quale Euclide dimostra che il rapporto tra i volumi
            di due sfere è uguale al rapporto tra i cubi dei loro diametri – negli
                Elementi non troviamo altro su questo «perfettissimo» oggetto.
            Per saperne di più dobbiamo aspettare Archimede che nella sua opera Sulla
                sfera e sul cilindro studia in modo approfondito questi oggetti dando,
            tra le altre cose, il rapporto tra le loro aree laterali e i loro volumi. 
Queste ricerche, stimolate dalle
            forti ricadute applicative, finirono per originare una parte della geometria a sé
            stante: la sferica, propedeutica allo studio dell’astronomia. La
            descrizione scientifica della superficie terrestre aveva portato gli scienziati
            ellenisti a introdurre, a partire dai poli e dall’equatore, delle coordinate sferiche –
            la latitudine e la longitudine – che permettevano di descrivere con estrema precisione
            la posizione di ogni punto del pianeta e, in campo astronomico, la posizione degli astri
            sulla volta celeste. 
I punti di uguale latitudine
            descrivono ancora oggi, sulla superficie della sfera, delle circonferenze – chiamate
            paralleli – di raggio sempre più piccolo man mano che, con l’aumentare della latitudine,
            ci si avvicina ai poli, mentre quelli di uguale longitudine danno luogo ad altre
            circonferenze – chiamate meridiani – ortogonali ai paralleli e con il raggio uguale a
            quello della sfera (vedi fig. 2.1).
        
[image: FIG. 2.1. La sfera terrestre con i meridiani, passanti per i due poli, e i paralleli.]
FIG. 2.1. La sfera terrestre
                    con i meridiani, passanti per i due poli, e i paralleli.


Uno studio dettagliato della
            superficie della sfera e delle circonferenze che essa contiene si ritrova nella
                Sphaerica di Teodosio di Bitinia (II sec. a.C.) opera in tre
            libri che è arrivata a noi attraverso una traduzione latina di Platone da Tivoli (XII
            sec.) ricavata da una traduzione araba precedente. In questo lavoro Teodosio considera
            la sfera, lui stesso così la definisce, come figura corporea – cioè
                solida – contenuta nello spazio euclideo e comincia col
            dimostrare che un piano che intersechi la sfera senza esserle tangente, la taglia lungo
            un cerchio il cui raggio dipende dalla distanza del piano dal centro della sfera (vedi
            fig. 2.2). 
Se il piano di intersezione passa
            per il centro della sfera il suo raggio è massimo e coincide col raggio della sfera,
            come abbiamo esaminato nel capitolo I. Possiamo vedere in questo modo che, sulla
            superficie della sfera, vi sono infinite circonferenze il cui raggio è sempre minore o
            uguale a quello della sfera, e quelle di raggio massimo, per l’appunto
            chiamate circonferenze massime,
            corrispondono a quelle ottenute intersecando la superficie della sfera con un piano
            passante per il suo centro. Le loro proprietà, in rapporto alle altre circonferenze –
            non solo in vista di alcune applicazioni in astronomia – sono state studiate
            dettagliatamente da Teodosio. 
[image: FIG. 2.2.]
FIG. 2.2.
                


Ma senza dubbio l’opera di gran
            lunga più significativa, innovativa ed estremamente moderna sulla geometria della sfera
            è quella di Menelao di Alessandria (I sec. d.C.), matematico, astronomo greco attivo
            anche a Roma in epoca imperiale. La sua Sphaerica, in tre libri,
            che, come quella di Teodosio, conosciamo solo attraverso la mediazione araba, inaugura
            lo studio delle così dette «proprietà intrinseche» di una superficie, cioè delle
            proprietà di una superficie studiata come ambiente geometrico in sé, senza utilizzare lo
            spazio tridimensionale nel quale la superficie è immersa, con le sue rette e i suoi
            piani. Questo approccio verrà ripreso e generalizzato molti secoli dopo da Gauss, come
            vedremo nel capitolo IV. 
        
In questo libro ci riferiremo alla
            versione latina della Spherica di Menelao, ottenuta dall’astronomo
            Edmond Halley (1656-1742) a partire da fonti arabe ed ebraiche e stampata postuma nel
            1758. Menelao considera la superficie della sfera come un nuovo ambiente a due
            dimensioni, simile al piano euclideo, nel quale tracciare, studiare e confrontare tra
            loro le possibili figure geometriche. Ecco le sue prime tre definizioni: 
Def. I. Un triangolo sferico è lo spazio compreso
                tra tre archi di circonferenze massime sulla superficie della sfera. 
Def. II. Tali archi, che sono sempre minori di una
                semicirconferenza, sono detti lati o spigoli del triangolo. 
Def. III. I loro angoli invece sono quegli angoli
                che gli archi di circonferenze massime formano sulla superficie della sfera.
            


[image: FIG. 2.3. Triangolo sferico.]
FIG. 2.3. Triangolo
                    sferico.


Notiamo come, chiamando «lati» del
            triangolo sferico degli archi di circonferenze massime, sia chiaro fin dall’inizio il
            suo progetto: sviluppare una geometria sulla superficie della sfera assimilando ai
            segmenti euclidei gli archi di circonferenze massime. 
L’analisi successiva sviluppa, come
            vedremo più avanti, la teoria dei triangoli sferici, dimostrando vari teoremi di
            geometria non euclidea di grande interesse. Noi useremo il corsivo per indicare i
            corrispondenti oggetti sferici. Menelao, pur non introducendo
            esplicitamente il concetto di «segmento sferico» e di
                «circonferenza sferica» usa abbondantemente questi concetti nel
            corso della sua trattazione con un significato chiaro e inequivoco. Per
                segmento sferico egli intende, come abbiamo detto, un arco di
            circonferenza massima che, come abbiamo visto nel capitolo precedente è, sulla
            superficie della sfera, la linea più breve tra due punti dati. 
[image: FIG. 2.4.]
FIG. 2.4.
                


Per
                circonferenza sferica egli intende, come Euclide, quanto segue:
            dato un centro (punto sulla superficie, detto anche polo) la
            circonferenza sferica è il luogo geometrico dei punti della superficie che, congiunti
            con il centro, danno luogo a segmenti uguali, che si chiameranno
                raggi della circonferenza (vedi fig. 2.5).
            
        
[image: FIG. 2.5. Circonferenze con centro in O e raggio via via crescente: quando il raggio è uguale a 1/4 di circonferenza massima (caso d) la circonferenza diventa una circonferenza massima o retta (vedi cap. I).]
FIG. 2.5.
                    Circonferenze con centro in O e
                        raggio via via crescente: quando il
                        raggio è uguale a 1/4 di circonferenza massima (caso d)
                    la circonferenza diventa una circonferenza massima
                        o retta (vedi cap. I).


A partire da un centro
                O, possiamo allora tracciare una famiglia di
                circonferenze di raggio via via crescente
            la cui curvatura, come abbiamo visto, diventa sempre più piccola, fino ad arrivare, a
            differenza del caso euclideo, a una circonferenza massima, un «equatore» (caso d), che
            ha curvatura minima e che, nella geometria della sfera, è una
            retta. Ciò avviene per un valore finito del
                raggio: esattamente quando questo è uguale un quarto della
            circonferenza massima. 

Angoli e triangoli sulla superficie sferica 



Lo studio dei triangoli sferici, che
            Menelao porta alle estreme conseguenze, occupa l’intero primo libro della sua sferica.
            Egli, a differenza di Euclide, evita di servirsi, nelle sue dimostrazioni, del metodo
            per assurdo e per dimostrare l’uguaglianza di segmenti o
                angoli non usa, come fa Euclide, il «metodo di
            sovrapposizione». Menelao, diversamente, fornisce una dimostrazione del primo criterio
            di uguaglianza dei triangoli, nell’ambito della geometria della sfera senza usare tale
            metodo, che probabilmente non riteneva congruo. Come in Euclide, anche in Menelao due
                segmenti sono uguali se sono raggi di una
            stessa circonferenza, ma, in più rispetto a Euclide, in Menelao
            l’uguaglianza di due angoli è riportata all’uguaglianza di
                segmenti. Infatti, considerando i vertici dei due
                angoli come due poli – O e
                O ′ – sulla sfera e intersecando i due lati di ogni
                angolo col relativo equatore, egli considera uguali i due
                angoli
            α e
                β se
            risultano uguali le basi AB e
                A′B ′ dei relativi triangoli
                OAB e O
                ′A′B ′: 
[image: FIG. 2.6. Gli angoli α e β sono uguali sulla sfera se e solo se AB = A′B ′.]
FIG. 2.6. Gli
                        angoli
                    α e
                        β sono uguali sulla sfera se e solo se AB =
                        A′B ′.


In particolare un angolo α =
                AOB sarà retto se l﻿’arco AB è un quarto
            di circonferenza massima, piatto se è mezza circonferenza massima: in questo caso i
            punti A, O, B, sono
                allineati tra loro. Il rifiuto del movimento come strumento
            dimostrativo implica un diverso ordine logico dei teoremi di Menelao rispetto a quello
            seguito da Euclide negli Elementi. Nel seguito trascriviamo
            letteralmente gli enunciati di Menelao illustrandoli con figure tracciate su una
            superficie sferica. 
Prop. II. In ogni tri﻿angolo sferico, che abbia
                due lati uguali, saranno uguali anche i due angoli, sul terzo lato. 
Prop. III. Se due angoli di un triangolo sferico
                sono uguali, saranno uguali anche i lati opposti ad angoli uguali. 


[image: FIG. 2.7. Triangoli isosceli sulla sfera: la linea tratteggiata è un arco di circonferenza di centro C e raggio CA.]
FIG. 2.7. Triangoli isosceli
                    sulla sfera: la linea tratteggiata è un arco di
                        circonferenza di centro C e raggio
                        CA.


Prop. IV. Se due triangoli sferici hanno un angolo
                uguale, e anche gli archi che li racchiudono sono uguali, i due archi rimanenti
                saranno uguali. E se i due archi rimanenti sono uguali, gli angoli inscritti in
                archi uguali saranno uguali nell’uno e l’altro triangolo. 


[image: FIG. 2.8. AC = A′C ′, BC = B ′C ′, angolo ACB = angolo A′C ′B ′ allora i triangoli sono uguali.]
FIG. 2.8.
                    AC = A′C ′,
                        BC = B ′C ′,
                        angolo ACB = angolo
                        A′C ′B ′ allora i
                    triangoli sono uguali.


Si tratta del primo criterio di
            uguaglianza per triangoli sferici che Menelao dimostra senza sovrapporre i due triangoli
            ma dimostrando direttamente che i lati AB e
                A′B ′ sono﻿ uguali. 
Prop. V. Due qualsivoglia archi di un triangolo
                sferico sommati assieme sono maggiori del rimanente. 


[image: FIG. 2.9. AB + BC > AC .]
FIG. 2.9.
                    AB + BC > AC
                    .


È questa la disuguaglianza
            triangolare sferica che permette di dimostrare che tra tutte le poligonali che collegano
                A con B quella più corta è il segmento
            sferico. Questo risultato, negli Elementi di Euclide corrisponde
            alla proposizione 20 mentre qui appare all’inizio della geometria dei triangoli,
            probabilmente per le sue implicazioni sui percorsi minimi. 
        
Prop. VI. Se dalle estremità di un qualunque lato
                di un triangolo sferico si tracciano due archi, concorrenti in un punto qualsiasi
                entro il triangolo, quegli archi, sommati assieme, saranno minori dei due rimanenti
                lati del triangolo. 


[image: FIG. 2.10. Se D è interno al triangolo allora AD + DB < AC + CB.]
FIG. 2.10. Se
                        D è interno al triangolo allora AD
                    + DB < AC +
                    CB.


In Euclide questa proposizione ha il
            posto 21 e la sua dimostrazione segue facilmente dalla proposizione precedente. La
            dimostrazione di Menelao è essenzialmente identica a quella di Euclide. 
Prop. VII. Se, in un triangolo sferico, un angolo
                è maggiore di un altro, l’arco opposto all’angolo maggiore sarà maggiore dell’arco
                opposto all’angolo minore. 
Prop. VIII. Se due triangoli sferici avessero
                reciprocamente due lati uguali, ma uno degli angoli, compreso fra i lati, fosse
                maggiore dell’altro, allora l’arco opposto all’angolo maggiore sarebbe maggiore
                dell’arco opposto all’angolo minore; e se l’arco fosse maggiore anche l’angolo
                sarebbe maggiore. 


[image: FIG. 2.11. AC = A′C ′, BC = B ′C ′ allora γ < γ′ se e solo se AB < A′B ′.]
FIG. 2.11.
                    AC = A′C ′,
                        BC = B ′C ′
                    allora γ < γ′ se e solo se
                        AB < A′B
                    ′.


Prop. IX. In qualunque triangolo sferico l’arco
                maggiore si oppone all’angolo maggiore. 


[image: FIG. 2.12. AC > BC se e solo se β > α.]
FIG. 2.12.
                    AC > BC se e solo se β >
                        α.


Come si vede, a parte l’ordine e
            alcune dimostrazioni, la geometria dei triangoli è la stessa sia negli
                Elementi di Euclide che nella sferica di Menelao. La cosa non
            stupisce più di tanto se pensiamo che gli enunciati dei teoremi sono conseguenze logiche
            dei postulati e la logica formale ha una validità assoluta indipendentemente dagli
            oggetti cui si applica. Quanto ai postulati possiamo affermare con sicurezza che le
            richieste euclidee sono soddisfatte anche per gli analoghi oggetti sferici. Infatti i
            primi 4 postulati euclidei sono senz’altro verificati poiché, in un ambiente sferico, è
            sempre possibile: 
1. condurre un segmento sferico da un qualsiasi
                punto a ogni altro punto; 
2. poter prolungare ogni segmento sferico con
                continuità; 
3. descrivere una circonferenza sferica con
                qualsiasi centro e raggio; 
4. che tutti gli angoli retti siano uguali tra
                loro. 


A titolo d’esempio vogliamo
            riproporre sulla superficie sferica, negli stessi termini, la dimostrazione euclidea
            della proposizione 2 del libro I, dove, a partire da un segmento dato se ne costruisce
            un secondo uguale al primo con una data estremità. Questa costruzione, in Euclide,
            utilizza la proposizione 1 nella quale si indica come costruire
            su un dato segmento AB un triangolo
            equilatero che abbia AB come lato. Ciò si ottiene facilmente anche
            sulla superficie di una sfera intersecando due circonferenze. 
[image: FIG. 2.13. Costruzione del triangolo equilatero sferico: si interseca la circonferenza di centro A e raggio AB con quella di centro B e raggio BA.]
FIG. 2.13. Costruzione del
                        triangolo equilatero sferico: si interseca la
                        circonferenza di centro A e
                        raggio AB con quella di centro B e
                        raggio BA.


Vediamo ora come si può ripetere la
            dimostrazione di Euclide della proposizione 2 sulla superficie sferica. 
Sia BC il
                segmento dato e A un punto dato, si chiede
            di costruire un segmento uguale a BC con un
            estremo in A. 
[image: FIG. 2.14.]
FIG. 2.14.
                


Esponiamo passo passo i vari momenti
            della costruzione seguendo Euclide. Si congiunga il punto A con il
            punto B (possibile per il postulato 1) e, con il segmento
                AB si costruisca il triangolo equilatero DAB. Sarà
            dunque DA =
                        DB. Si prolunghino i segmenti DA e
                DB con i segmenti AE e
                BF (per il postulato 2). 
[image: FIG. 2.15.]
FIG. 2.15.
                


Con centro B e
                raggio BC si descriva la circonferenza CGH
            (per il postulato 3). Poiché BC e BG sono
                raggi della stessa circonferenza
            BC =
                        BG. Con centro D e raggio DG si
            descriva la circonferenza GML (per il postulato 3). Poiché
                DG e DM sono raggi di
            una stessa circonferenza allora DG =
                        DM. 
[image: FIG. 2.16.]
FIG. 2.16.
                


Sottraendo a cose uguali cose uguali
            otteniamo cose uguali (nozione comune), abbiamo: DG –
                        DB = DM –
                    DA. Ma DG –
                        DB = BG e BG =
                        BC mentre DM –
                        DA = AM e quindi AM =
                        BC. 
[image: FIG. 2.17.]
FIG. 2.17.
                


Dunque con
            estremità nel punto A si trova il segmento AM
            uguale al segmento BC. Come si doveva fare. 

Il divorzio da Euclide 



Fino a questo punto la geometria di
            Menelao sembra ritrovare gli stessi risultati euclidei, nonostante una profonda
            differenza tra l’ambiente euclideo piatto e l’ambiente sferico. Ciò dipende dal fatto,
            come abbiamo visto, che gli stessi postulati sono validi «in piccolo» cioè quando, come
            chiede lo stesso Menelao, i segmenti sono minori di un semicerchio
            massimo. Ma cosa succede se li prolunghiamo? 
 Se prendiamo un segmento
                AP e lo prolunghiamo via via, cosa che ci viene garantita dal secondo
            postulato, otteniamo come risultato una circonferenza massima e il prolungamento di
                AP finisce per riportarci ad A dalla parte
            opposta, chiudendosi su sé stesso. Non solo, diversamente da ciò che accade sul piano
            euclideo, se da A facciamo partire un secondo segmento
                AQ diverso dal primo e lo prolunghiamo via via, questo finirà per
            congiungersi in A′ (antipodale di A) col
            prolungamento del segmento AP! 
[image: FIG. 2.18. (a) Il prolungamento di AP si chiude su sé stesso. (b) I prolungamenti di AP e AQ si incontrano in A′, antipodale di A.]
FIG. 2.18. (a) Il
                    prolungamento di AP si chiude su sé stesso. (b) I
                    prolungamenti di AP e AQ si incontrano
                    in A′, antipodale di
                A.


Come si vede, partendo dal polo
                A con due direzioni diverse e arrivando al suo antipodale
                A′ si forma una nuova figura che si chiama
                biangolo: un poligono con due lati uguali
            a due semi circonferenze massime, due vertici A e
                A′ antipodali e due angoli uguali. In
            particolare se il prolungamento di un segmento AP è uguale o supera
            mezza circonferenza massima, finirà per incontrare in A′, il
            prolungamento di ogni segmento con origine in
                A. 
Menelao indaga profondamente questa
            nuova situazione e le sue inattese conseguenze. La prima difformità che Menelao incontra
            rispetto ai teoremi euclidei è nel teorema dell’angolo esterno (I.16) che abbiamo
            dettagliatamente esposto nel capitolo I. Proviamo, come abbiamo fatto per il teorema
            (I,2), a ripetere la stessa costruzione sulla superficie della sfera. 
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Usando le stesse notazioni che
            abbiamo usato nel capitolo I, prendendo il punto di mezzo E del
            lato AB e prolungando CE di un tratto EF =
                        CE abbiamo ancora l’uguaglianza dei triangoli BEF e
                EAC e quindi l’angolo BAC, indicato con
                α nella
            figura, è uguale all’angolo ABF che, dalla figura, risulta minore
            dell’angolo esterno ABD. È ora che entrano in gioco le dimensioni
            del triangolo ABC. Menelao intende i lati del triangolo sempre
            minori di un semicerchio massimo, ma in questo caso il segmento CF
            è il doppio del segmento CE e, pur essendo
            i tre lati del triangolo minori di un semicerchio massimo, potrebbe essere
                2CE maggiore o uguale a un semicerchio massimo e quindi
            intersecare il prolungamento CD o, addirittura superarlo. In questo
            caso il punto F sarebbe «sotto» CD e l’angolo
                α
            sarebbe maggiore dell’angolo esterno. 
Il teorema dell’angolo esterno vale
            dunque solo per alcuni triangoli sferici. Ecco come Menelao riesce a precisare questa
            limitazione: sia ABC un qualsiasi triangolo sferico (ricordiamo che
            i lati del triangolo sono archi di circonferenza massima minori di
            una semi circonferenza) e consideriamo l’angolo esterno θ opposto all’angolo α. 
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Prolunghiamo i lati
                AB e AC fino a formare il biangolo
                AA′. Questo fa nascere un secondo triangolo
                CBA′ complementare, nel biangolo, al primo, con l’angolo in
                A′ uguale ad α. Analizzando questo triangolo
            complementare, Menelao può considerare, nella sua proposizione X,
            l’angolo esterno nei tre casi che ora descriviamo separatamente. 
Nel seguito, per semplificare il
            discorso, indicheremo con Q un quarto di circonferenza massima, con
                2Q una semicirconferenza massima e misureremo gli angoli in
            radianti. 
        
Prop. X. I caso: Se AC +
                    CB < AA′ = 2Q
                allora θ
                > α e
                viceversa se θ > α allora AC
                + CB < AA′ = 2Q.
            


Sul prolungamento di AC
                consideriamo il segmento CD = CB. Abbiamo
                quindi AC + CB = AD
                < AA′ per ipotesi e quindi CB <
                    AA′ – AC = CA′.
                Si può concludere che: nel triangolo BA′C
                a lato maggiore (CA′ > CB) si oppone
                angolo maggiore, quindi θ > α. 
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È questo il caso di triangoli per
            quali vale lo stesso enunciato euclideo. 
II caso: Se AC +
                    CB = AA′ = 2Q
                allora θ
                = α e
                viceversa se θ = α allora AC + CB =
                    AA′ = 2Q. 


In questo caso il punto D
                coincide col punto A′, quindi CB =
                    AA′ – AC = CA′. 
Il triangolo
                    BA′C è isoscele e gli angoli opposti a
                lati uguali sono uguali, quindi θ = α. 
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III caso: Se AC +
                    CB > AA′ = 2Q
                allora θ
                < α e
                viceversa se θ < α allora AC
                + CB > AA′ = 2Q.
            


Per ipotesi CB >
                    AA′ – AC = CA′. 
Nel triangolo
                    BA′C a lato minore
                    (CA′ < CB) si oppone angolo minore,
                quindi θ
                < α.
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Come si vede, nell’ambiente sferico
            esistono casi nei quali possono valere le conclusioni euclidee ma solo come casi
            particolari: la profonda differenza con l’ambiente euclideo consiste nel fatto che sulla
            superficie sferica, dati due punti, non sempre è possibile trovare una sola retta che li
            congiunge. Questa proprietà non è esplicitamente richiesta dal postulato euclideo ma
            viene utilizzata da Euclide proprio nella dimostrazione del teorema dell’angolo esterno.
            Questa circostanza ha suggerito ad alcuni commentatori di Euclide, come ad esempio
            Commandino (1509-1575), di aggiungere tra le nozioni comuni anche la seguente: «due
            linee rette non comprendono spazio alcuno», cosa che ovviamente esclude l’esistenza di
            biangoli. 
Vediamo ora alcune conseguenze del
            teorema dell’angolo esterno sferico e, più avanti, situazioni ancora più sorprendenti. 
Mentre in Euclide il teorema
            dell’angolo esterno porta all’esistenza di rette parallele, in Menelao lo
            stesso teorema porta a una conseguenza curiosa. Consideriamo
            infatti un segmento AB e da A e
                B alziamo due segmenti AC e
                BD che formino gli angoli interni α e β la cui somma sia uguale a due
            angoli retti. In questo caso l’angolo esterno è ancora α, ma se prolunghiamo le rette
                AC e BD esse, ben lungi da essere
            parallele, finiranno per incontrarsi in un punto P e, per il
            teorema X di Menelao, caso II, i due archi AP e
                PB sommati insieme formeranno una semicirconferenza massima. 
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Nel caso poi in cui α e β siano angoli
            retti e AC =
                        BD si forma uno strano quadrilatero, detto
                birettangolo, molto studiato nei secoli, in una situazione più
            generale, da diversi matematici, sia arabi che latini. Questo quadrilatero situato sulla
            superficie di una sfera ha due angoli retti alla base, due
            angoli ottusi in C e in D e il suo lato
                CD è minore di AB! 
[image: FIG. 2.25. Quadrilatero birettangolo sferico.]
FIG. 2.25. Quadrilatero
                    birettangolo sferico.


Si vede facilmente che l’angolo
                θ è
            ottuso. Infatti prolungando AC e BD fino al
            polo P abbiamo il triangolo PAB il cui angolo
            esterno in B, essendo retto, è uguale all’angolo interno non
            adiacente in A; quindi AP +
                        PB = 2Q e, di conseguenza, CP +
                        DP < 2Q. Ancora per il teorema dell’angolo esterno di Menelao (caso I)
            applicato al triangolo CDP abbiamo θ > α =
                        π – θ da cui 2θ > π e quindi θ è ottuso. 
Questa figura sferica ha nel
            proprio ambiente un suo chiaro significato, che si perde del tutto se la si volesse
            costruire in un ambiente piano, tanto da apparirvi come insensatamente disegnata.
        

Strani triangoli e strani quadrilateri 



Il teorema XI di Menelao ha una
            grande importanza perché è il primo ad avere un enunciato totalmente non euclideo, nel
            quale si afferma che in un qualunque triangolo sferico la somma degli angoli interni
            supera due angoli retti. Ecco l’enunciato di Menelao: 
Prop. XI. In ogni triangolo sferico, prolungato
                un lato, l’angolo esterno sarà minore della somma dei due angoli interni ad esso
                opposti: i tre angoli di un triangolo, sommati insieme, saranno maggiori di due
                angoli retti. 


La dimostrazione segue dal teorema
            X e vale la pena di vederla. Indichiamo con α, β, γ i tre angoli
            del triangolo ABC e con θ l’angolo esterno in
                B: 
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Nei casi II e III del teorema X,
            essendo l’angolo esterno θ = π –
                        β
                    <
                    α si ha che π
                    <
                    β +
                        α e, a maggior ragione, π < β +
                        α + γ. Il caso più interessante è quello in cui AC +
                        CB < AA′. In questo caso θ > α e quindi possiamo tracciare, internamente all’angolo θ, il segmento BD in modo che sia θ = α +
                        δ (vedi fig. 2.27a). Poiché l’angolo DBA′ è uguale
            all’angolo DA′B, il triangolo
                DBA′ è isoscele e quindi DA′ =
                        DB. Osservando ora il triangolo CBD (vedi fig.
            2.27b) abbiamo CD +
                        BD = CA′ <
                        AA′ = 2Q e quindi rientriamo nel primo caso del teorema X per cui l’angolo
            esterno γ in
                C è maggiore dell’angolo interno δ in B. 
Ma δ = π –
                        (α
                    + β) < γ dunque α + β +
                        γ > π.
                
        
[image: FIG. 2.27A. AC + CB < 2Q quindi θ > α.]
FIG. 2.27A.
                    AC + CB < 2Q
                    quindi θ > α.


[image: FIG. 2.27B. CD + BD = CA′ < 2Q quindi γ > δ.]
FIG. 2.27B.
                    CD + BD = CA′
                    < 2Q quindi γ > δ.
                


Continuando la lettura del libro I
            della sferica di Menelao troviamo vari criteri di congruenza per i triangoli, tra cui il
            così detto «secondo criterio» (prop. XIV), criteri che necessitano di dimostrazioni
            originali dato che la conoscenza di due angoli in un triangolo sferico non determina in
            nessun modo l’ampiezza del terzo angolo. Più avanti ancora troviamo un risultato ancora
            più sconcertante: non esistono triangoli sferici simili, o meglio, due triangoli che
            abbiano i tre angoli rispettivamente uguali non possono essere che congruenti. 
Prop. XVII. Se due triangoli sferici avessero
                reciprocamente tre angoli uguali, anche i loro archi sarebbero rispettivamente
                uguali. 


Per l’importanza di questa
            proposizione, che porta il pensiero ad abituarsi a usare stessi termini per oggetti che,
            pur essendo definiti con lo stesso nome, si comportano in modi assolutamente diversi tra
            loro, ne proponiamo la dimostrazione, che pensiamo possa essere apprezzata anche da un
            lettore non matematico. 
Consideriamo due
                triangoli ABC e A′B
                ′C ′ e supponiamo che gli angoli
            corrispondenti siano uguali. 
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Prolunghiamo il lato
                AB del primo triangolo di un tratto
                BI uguale a B′A′,
            prolunghiamo poi il lato CB di un tratto BQ =
                        B ′C′ e congiungiamo Q con I (vedi
            fig. 2.29a). L’angolo QBI è opposto al vertice
                dell’angolo CBA ed è quindi uguale
                all’angolo
            β = A′B′C′.
            Ne segue che i due triangoli IBQ e
                A′B′C′ avendo due
            lati e l’angolo compreso rispettivamente uguali, sono uguali e
            quindi sarà l’angolo
            BIQ = α e l’angolo
            BQI = γ (vedi fig. 2.29b). 
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Prolunghiamo anche i
                segmenti AC e QI e sia
                K il punto nel quale si incontrano. 
Consideriamo ora i
                triangoli AIK (vedi fig. 2.30a) e QKC
            (vedi fig. 2.30b).
        
[image: FIG. 2.30.]
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Nel triangolo
                AIK l’angolo esterno in I è uguale ad α che è anche
            uguale all’angolo interno in A non adiacente quindi per il teorema
            X (II caso) IK
            + KA
            = 2Q. Analogamente nel triangolo QKC
                l’angolo esterno in C è uguale a γ che è anche
            uguale all﻿’angolo interno in Q non adiacente quindi QK +
                        KC = 2Q. In definitiva 
IK + KA =
                    QK + KC e, sottraendo, 

KA – KC =
                    KQ – IK cioè AC =
                    IQ. 

Ma IQ =
                        A′C ′ dunque due triangoli ABC e
                A′B ′C ′ hanno uguali
            un lato e due angoli (α, γ) e infine, per il secondo criterio di congruenza, i due triangoli sono
            congruenti. 
Questo teorema fa presagire
            l’esistenza di una formula che esprima l’area di un triangolo sferico in funzione dei
            suoi tre angoli, dato che la conoscenza degli angoli determina in modo univoco il
            triangolo. Tale formula, di grande importanza negli sviluppi successivi della geometria,
            non si trova in Menelao ma verrà scoperta, dal matematico francese Albert Girard nel
            1629. Se ABC è un triangolo sferico e se α, β, γ sono i suoi tre
            angoli, misurati in radianti, allora l’area del triangolo è data dalla sorprendente
            relazione: 
Area (ABC) =
                    r2 (α + β + γ − π) 

dove r è il
            raggio della sfera. Non solo questa formula ci dice che la differenza (α + β +
                        γ
                    – π), detta eccesso sferico, è sempre positiva,
            essendo la misura di un’area, ma ci dice anche che «maggiore è l’area del triangolo
            allora maggiore è la somma degli angoli» a differenza da ciò che succede nell’ambiente
            euclideo. Lo stesso vale per i quadrilateri e per i poligoni in
            generale che, potendosi dividere in triangoli, danno una somma per gli angoli interni
            sempre maggiore di quella prevista dalla geometria euclidea. 
Non dobbiamo pensare che la sferica
            di Menelao contenga solo dei teoremi che descrivono con metodi sintetici la geometria
            dei triangoli, anzi, il libro III della sua opera è interamente dedicato alla così detta
            «trigonometria sferica», cioè allo studio delle relazioni che permettono di calcolare un
            elemento incognito di un triangolo sferico (lato o angolo) in funzione di altri elementi
            dati. Queste formule derivano da un teorema oggi noto come teorema di Menelao al quale
            egli deve la sua grande fama nel mondo antico e anche oggi. Data l’estrema utilità
            nell’astronomia antica della trigonometria sferica, queste formule e il modo per
            dedurle, vengono riportate, citando Menelao, nell’Almagesto di
            Tolomeo, libro che ebbe molta diffusione anche in oriente e nel mondo arabo. Esse furono
            poi dagli arabi rielaborate in varie forme. Noi, a titolo di esempio, ne riportiamo
            alcune scritte con le notazioni correnti. 
Dato un triangolo sferico
                ABC come in figura 2.31, di lati di lunghezza
                a, b e c e angoli
                α,
                β,
                γ, il
            teorema dei seni sulla sfera assume la forma: 
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FIG. 2.31.
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mentre se l’angolo β è retto, il
            teorema di Pitagora, che stabilisce una relazione tra l’ipotenusa e i cateti di un
            triangolo rettangolo, sulla sfera assume la forma: 
        
cos(b/r)
                = cos(a/r)
                    cos(c/r) 

In tutte queste formule di
            trigonometria sferica compare ovunque la costante r che si
            identifica col raggio della sfera e che è indice del grado di curvatura dell’ambiente
            sferico. 
Concludendo, le conseguenze della
            forma dell’ambiente sferico, l’esistenza di punti antipodali, la conseguente non unicità
            della retta che congiunge due punti e la finitezza della
                retta, si riflettono in modo profondo sulle proprietà delle
            figure geometriche che è possibile costruire sulla sfera. Non esistono ad esempio
                quadrati intesi come quadrilateri con 4 lati uguali e 4 angoli
            retti: i quadrilateri sferici con 4 lati e 4 angoli uguali, chiamati quadrati sferici,
            hanno sempre gli angoli maggiori di un angolo retto e minori di due angoli retti.
            Inoltre, dato un qualsiasi angolo α tale che π/2 < α <
                        π esiste uno e un solo quadrato sferico, a meno di congruenze, con i 4
            angoli uguali ad α. La figura 2.32 mostra come costruire tali
                quadrati: essi si ottengono a partire da una famiglia di
                circonferenze concentriche di raggio via
            via crescente. Al limite, quando la circonferenza diventa massima, gli angoli del
            quadrato limite diventano piatti e il quadrato si identifica con la circonferenza
            stes﻿sa! 
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III

La vana speranza



Non esiste nulla di più poetico e visionario, nulla di più radicale,
            sovversivo e psichedelico della matematica. 
P. Lockhart 


L’enigma del V postulato 



Come è naturale pensare, gli
                Elementi di Euclide ebbero fin dall’inizio una enorme influenza
            su tutto il mondo scientifico, grazie anche al prestigio della Biblioteca di Alessandria
            che raccoglieva la più grande comunità di scienziati di tutto il mondo greco e della
            quale Euclide era un esponente autorevole. Euclide, come abbiamo visto, era riuscito,
            attraverso un lavoro di enorme portata, a individuare poche «verità» iniziali, i celebri
            5 postulati, dai quali far discendere, attraverso il solo uso della logica aristotelica,
            ogni risultato geometrico e aritmetico, anche quelli precedentemente offerti e accettati
            solo in forma intuitiva e non rigorosa. Questa grande opera si arricchirà nei secoli di
            nuovi risultati. Basti pensare al teorema di Morley relativo alla trisezione dei tre
            angoli di un qualsiasi triangolo scoperto nel 1899. Una straordinaria cattedrale che
            anziché deteriorarsi col passare del tempo, anziché perdere pezzi, diventava sempre più
            imponente e ricca di nuovi gioielli. 
Anche sul terreno didattico gli
                Elementi di Euclide furono subito considerati un modello
            insuperabile per educare le giovani menti al ragionamento formale, all’invenzione
            all’interno di un dato contesto astratto, alla formazione di un pensiero rigoroso e
            complesso, necessario per formare professionisti non solo in
            campo scientifico ma anche giuridico, politico e filosofico. 
Non mancarono però fin dall’inizio e
            nei secoli a seguire, schiere di commentatori che, con l’obiettivo di semplificare o
            migliorare la trattazione euclidea, finivano per snaturarne, a volte, l’intento e il
            rigore originario. Uno dei punti che si cercò di migliorare fu la geniale teoria
            Euclidea delle parallele che abbiamo visto nel capitolo I. Che in questa teoria si celi
            l’essenza e anche la difficoltà della geometria euclidea è senz’altro vero, se non altro
            per il fatto che, mentre ogni teorema o costruzione possono essere descritti e resi
            visibili al finito, l’idea stessa di parallelismo, dalla quale non si può prescindere,
            presuppone un prolungamento all’infinito che non può essere in nessun modo rappresentato
            interamente né sperimentato. Il grande scienziato arabo, Hasan ibn al-Haytham
            (965-1040), precursore del così detto «metodo sperimentale», di fronte al mistero delle
            rette parallele e del loro comportamento all’infinito, propose di muovere un regolo
                AB, di lunghezza fissata, facendo scorrere
                A lungo una data retta – ricordiamo che si tratta di un
            segmento – e mantenendolo, durante il movimento, perpendicolare alla retta stessa. In
            questo modo anche il punto B, sosteneva lo scienziato arabo, dovrà
            descrivere una linea retta dato che, se A segue un percorso
            «dritto», anche B deve seguire lo stesso percorso. Tale linea è
            quella che al-Haytham chiama «parallela», ma, se è chiaro che il punto
                B descrive una linea equidistante dal segmento dato, nulla
            invece garantisce che tale linea sia una retta, né al-Haytham è in grado di dimostrarlo.
            Se quindi assumiamo questa proposizione come postulato, insieme
            ai primi 4 si può, come fa lo stesso al-Haytham, dimostrare il V postulato e, viceversa,
            se assumiamo i 5 postulati di Euclide è facile dimostrare che punti equidistanti da una
            data retta sono allineati. Questo approccio alla teoria del parallelismo basato sul
            concetto di equidistanza fu comune a molti matematici, sia precedenti che successivi ad
            al-Haytham, tanto che nel Rinascimento i due termini «parallelo» e «equidistante» erano
            sinonimi. 
Come abbiamo evidenziato nel
            capitolo I, per molti secoli il V postulato di Euclide non fu considerato come una delle
            tante scelte possibili per la costruzione della geometria, né una verità palese da
            accettare, ma appariva ai vari commentatori successivi a Euclide più come l’enunciato di
            un teorema che come un vincolo non dimostrabile, necessario per ottenere la struttura
            particolare dell’ambiente geometrico che si voleva creare. Inoltre l’enunciato stesso
            era l’inverso di un teorema del quale Euclide forniva, a partire dagli altri 4
            postulati, una dimostrazione semplice e rigorosa. In un’epoca di decadenza scientifica
            nella quale operavano questi commentatori anche la logica formale non era così
            saldamente utilizzata: non è raro il caso di autori che confondevano una condizione
            necessaria con una sufficiente, mentre l’impianto euclideo, come abbiamo visto nel
            capitolo I, era, da un punto di vista logico, estremamente raffinato. Proclo (V sec.
            d.C.) nel suo Commento al libro I degli Elementi afferma che, tra i
            matematici: 
si fece strada l’idea che il V postulato potesse
                essere dimostrato a partire dagli altri 4, cosa che avrebbe di molto semplificato
                l’impianto geometrico fondato, a questo punto, solo su 4
                assiomi assolutamente evidenti e facilmente verificabili. Si pensò anche che lo
                stesso Euclide avesse cercato senza trovarla questa dimostrazione, e la sua ricerca
                apparve sempre di più anche come una sfida al grande geometra alessandrino.
            


Proclo stesso, nel riferirci varie
            dimostrazioni sbagliate, una delle quali attribuita a Tolomeo, suggerisce una sua
            dimostrazione che, come le altre, finiva per sostituire il postulato euclideo con una
            affermazione, magari più intuitiva, ma che, come quella di Euclide, non veniva
            dimostrata a partire dai 4 postulati precedenti. L’affermazione sulla quale Proclo fonda
            la sua «dimostrazione» viene da lui attribuita ad Aristotele e presuppone che, se due
            segmenti si incontrano, la loro distanza, prolungando opportunamente i segmenti, aumenta
            oltre ogni limite. 
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Precisamente, dati due segmenti
                OH e OK che si incrociano in
                O, man mano che la lunghezza del segmento
                OA aumenta, detto B il punto della retta
                K per il quale OA =
                        OB, Proclo suppone che il segmento AB diventi
            maggiore di una qualunque grandezza quanto si voglia grande. Il riferimento ad
            Aristotele conferisce a questa affermazione una qualche autorità indiscutibile che non
            necessita quindi di essere esplicitamente postulata ma che si può assumere
            come una verità assoluta. Già da questo, da questa
            contaminazione della metafisica con la matematica, si vede l’enorme distanza culturale
            che separava Proclo da Euclide. 
La sfida di cui parla Proclo viene
            raccolta da una schiera impressionante di matematici arabi, ognuno dei quali ha tentato,
            spesso, in modo molto originale, di dimostrare, senza riuscirci, il postulato euclideo.
            Un parziale resoconto di questi lavori si trova in una importante memoria di Nasir
            al-Din al-Tusi (1201-1274) nella quale sono citati una decina di studiosi arabi vissuti
            tra il IX e il XIII secolo. Questo resoconto fu conosciuto anche nel mondo cristiano
            grazie a una sua prima stampa a Roma, in arabo, nel 1594 e a una successiva traduzione
            in latino inserita nell’edizione delle opere di John Wallis (1616-1703) pubblicate nel
            1693. 
Ma cosa si intende per
            dimostrazione sbagliata? All’interno del contesto della geometria euclidea, una
            dimostrazione corretta è una dimostrazione che, nel corso dei suoi ragionamenti,
            utilizza solo affermazioni già dimostrate o postulate. Nel caso si vogliano usare solo i
            primi 4 postulati una dimostrazione può utilizzare solo affermazioni che sono dedotte
            con la logica dai soli 4 postulati ammessi. Queste affermazioni sono moltissime e
            costituiscono il corpo di quella che ha finito per chiamarsi «geometria assoluta», una
            geometria cioè che non usa il discusso postulato delle parallele. Come esempio di
            teoremi validi nella geometria assoluta possiamo portare i criteri di uguaglianza dei
            triangoli, i teoremi sul rapporto tra angoli e lati di un triangolo, l’esistenza e
            unicità della retta perpendicolare, la proprietà triangolare, il teorema dell’angolo
            esterno e quindi l’esistenza (ma non l’unicità) di una retta
            parallela a un’altra passante per un dato punto. 
Per meglio capire cosa sia una
            dimostrazione sbagliata del V postulato diamo come esempio, tra le tante, la
            dimostrazione del matematico bizantino Simplicio (VI sec. d.C.) come ci viene raccontata
            dallo stesso al-Tusi. Simplicio considera, nello stesso piano, due rette
                AB e BD che formano tra loro angolo acuto
                α e una
            retta AC che forma un angolo retto in A con
                AB. Con queste premesse vuole dimostrare che le due rette
                AC e BD, se sufficientemente prolungate,
            si incontrano tra loro dalla parte di C e D. È
            questo un caso particolare del V postulato al quale però può facilmente ridursi il caso
            generale. 
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Simplicio considera una retta
                BG che formi lo stesso angolo α con la retta
                BA (vedi fig. 3.3). Poi afferma (citiamo da al Tusi): 
Esistono infinite corde di grandezza via via
                crescente che sottendono l’angolo DBG: una di queste corde
                cadrà al di là [sotto] del punto A – sia tale corda
                    GED. Essendo i due angoli in A e in
                    E angoli retti, la retta AC se
                tracciata, non potrà intersecare la retta ED. Dovrà quindi
                intersecare la retta BD. 
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Analizziamo questo ragionamento nei
            dettagli: 
	 Il fatto che i due angoli in
                        A ed E siano retti è corretto per
                    definizione, infatti Simplicio intende per corda di un angolo una retta
                    perpendicolare alla bisettrice dell’angolo stesso e la costruzione della
                    bisettrice e della perpendicolare sono costruzioni che appartengono alla
                    geometria assoluta. 
	 Anche l’affermazione che la retta
                        AC e la retta GD non si incontrano
                    è un teorema di geometria assoluta, poiché queste rette, formando angoli retti
                    con la trasversale AE, sono parallele. 
	 L’affermazione «Esistono infinite corde
                    di grandezza via via crescente: una di queste corde cadrà al di là [sotto] del
                    punto A», utilizzata per dedurre che esiste una corda
                    maggiore del segmento AC, è valida e dimostrabile
                    nell’ambiente definito da Euclide usando cioè il V postulato, ma non è
                    dimostrata da Simplicio a partire dai primi 4. In definitiva questa affermazione
                    è una formulazione camuffata del V postulato euclideo che invece si voleva
                    dimostrare, diventando così una petitio principii,
                        o ragionamento circolare, cioè un ragionamento nel
                    quale tra le premesse è inclusa l’assunzione che la conclusione sia
                    vera.
                



Al-Khayyam e i buoni postulati 



Ben diverso è il contributo di
            al-Khayyam, il matematico poeta, che alla teoria delle parallele ha dedicato un
            importante studio. Al-Khayyam critica fortemente Ibn al-Haytham per aver introdotto,
            come abbiamo visto, una sorta di sperimentazione in geometria e inaugura un approccio
            nuovo che avrà sviluppi molto interessanti. È il primo che presenta una teoria delle
            parallele basata non su una petitio principii ma su premesse
            iniziali che ritiene più intuitive del V postulato. Tali premesse, come vedremo, hanno
            lo scopo di definire meglio il concetto di retta sostituendosi al postulato di Euclide.
            Al-Khayyam lo rifiutava perché troppo complesso e privo dell’intuitività dei primi 4 e
            vedeva come logicamente inconsistenti i tentativi dei suoi predecessori di dimostrarne
            la validità a partire dai postulati precedenti. Egli osserva che: 
Quanto alla causa degli errori dei moderni,
                relativamente alla dimostrazione di tale premessa [il V postulato], è che essi non
                hanno preso in considerazione i principii ricavati dal Filosofo [Aristotele] e si
                sono attenuti solo alla parte che Euclide riporta all’inizio del I libro. Ma questa
                parte non è sufficiente perché le premesse di cui la geometria ha bisogno all’inizio
                sono numerose. 


Anche Proclo si era riferito
            all’autorità di Aristotele, ma ora viene esplicitamente richiesto che tali principi
            siano assunti come premesse iniziali. Al-Khayyam ritiene che i postulati preposti allo
            sviluppo rigoroso delle dimostrazioni geometriche debbano essere più numerosi dei 5
            euclidei e aggiunge ulteriori premesse iniziali, tra le quali si
            trovano le seguenti proposizioni (come Euclide, al-Khayyam col termine «retta» intende
            «segmento»): 
Ogni volta che due linee rette si incontrano,
                esse divergono allontanandosi dall’angolo di intersezione; […]due linee [rette]
                convergenti non possono divergere nel senso nel quale esse convergono; due linee
                [rette] divergenti non possono convergere nel senso nel quale divergono. 


La convergenza o divergenza di due
            segmenti è definita da al-Khayyam nel modo seguente: 
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siano AB e
                CD due segmenti come in figura 3.4, fissiamo un punto
                E sul segmento AB, da
                E tracciamo un segmento EG in modo che gli
            angoli AEG e CGE siano uguali. Per
            semplificare il linguaggio chiamiamo tali segmenti, «segmenti di distanza». Fissiamo ora
            un altro punto H sul segmento AB oltre il
            punto E, nel verso di B e da questo punto
            tracciamo il segmento di distanza HI, se EG < HI
                    diciamo che i segmenti AB e
                CD divergono nella direzione di B e
            convergono nella direzione di A. Le ultime due premesse di
            al-Khayyam richiedono semplicemente che, se due segmenti sono convergenti, i loro
            prolungamenti nel verso di convergenza non possano divergere, analogamente se sono
            divergenti. Queste premesse permettono ad al-Khayyam di
            precisare meglio la natura geometrica di una retta e dei suoi possibili prolungamenti e,
            come vedremo, permettono di ricostruire l’ambiente euclideo senza supporre il V
            postulato. 
Al-Khayyam fornisce per ognuna
            delle sue premesse iniziali una rappresentazione legata alle definizioni. Ad esempio
            l’affermazione che «due segmenti, divergenti se prolungati, non possono convergere nel
            verso nel quale esse divergono» viene rappresentata nel modo seguente: 
[image: ]

consideriamo due segmenti AB
                e CD che divergano nella direzione di B,
                allora, tracciati i segmenti di distanza EG e
                    BD sarà BD >
                            EG; prolunghiamo i segmenti AB di un tratto
                    BK e il segmento CD di un tratto DL =
                            BK. Allora il segmento KL è un segmento di
                distanza e se i due segmenti AB e CD
                divergono non potranno a partire da B e D
                convergere poiché se così fosse si avrebbe KL <
                            BD mentre risulta sempre KL >
                            BD. 


Questo non è un teorema, ma la
            descrizione di un’imposizione: «se due segmenti divergono devono rimanere divergenti,
            comunque prolungati». Non esistono infatti premesse o teoremi precedenti che impongano
            che due segmenti divergenti, se prolungati, non possano convergere. Tali premesse
            possono sembrare inutili, perché le parole «rette convergenti» e «rette divergenti» sono
            linguisticamente antitetiche tra loro e sembrano escludere altre possibilità, ma da un
            punto di vista matematico questa esclusione «naturale» non può essere accettata.
            Pensiamo un attimo alle «rette» sferiche (vedi cap. II): due cerchi massimi che formino
            un biangolo, a partire da un loro vertice, prima divergono fino
            ad arrivare alla distanza massima e poi convergono verso il vertice opposto. Questo
            esempio fa subito capire che nella geometria il «convergere» e il «divergere» sono
            definizioni che di per sé non implicano nessuna altra condizione. Le condizioni
            ulteriori devono essere stabilite da premesse apposite che intendano determinare la
            natura della retta. Al-Khayyam si rende perfettamente conto della necessità di inserire
            questo enunciato tra le premesse prime e conclude la sua rappresentazione con la
            significativa affermazione: 
Salvo che questa non è una dimostrazione
                geometrica; questa non è che una dimostrazione filosofica. 


Un’altra importante novità
            nell’approccio di al-Khayyam alla teoria delle parallele consiste nello spostare
            l’attenzione, diversamente dai suoi predecessori, dal V postulato all’esistenza di un
            quadrilatero con 4 angoli retti che, come abbiamo visto nel capitolo I, gioca un ruolo
            essenziale nella costruzione dell’ambiente euclideo. Per fare questo, considera un
            segmento AB come base di un quadrilatero, e due lati,
                AC e BD, ortogonali alla base e
            congruenti. Questo quadrilatero, ripreso poi da al-Tusi, da Saccheri, da Lambert e da
            altri, avrà molta importanza nel seguito e sarà chiamato
                birettangolo. 
[image: FIG. 3.5. Riproduzione del quadrilatero birettangolo disegnato da al-Khayyam.]
FIG. 3.5. Riproduzione del
                    quadrilatero birettangolo disegnato da al-Khayyam.


Al-Khayyam comincia col dimostrare,
            utilizzando i primi 4 postulati euclidei, che gli angoli ACD e
                BDC, che noi indicheremo con θ, sono uguali e che possono essere,
            a priori, o retti o ottusi o acuti considerando le tre possibilità separatamente. 
Nell’ipotesi che θ sia acuto
            dimostra che CD >
                        AB, mentre nell’ipotesi che θ sia ottuso dimostra che CD <
                        AB. In questi due casi ribaltando il quadrilatero rispetto alla base
                AB, trova, essendo gli angoli in A e
                B retti, che AC′ è un prolungamento di
                CA, BD′ un prolungamento di
                DB e C′D′
                    = CD (vedi fig. 3.6). Ma nell’ipotesi dell’angolo ottuso abbiamo (vedi fig.
            3.6a), CD <
                        AB e AB >
                        C ′D ′ quindi i segmenti CA e DB
            divergono nella direzione di A e B mentre i
            loro prolungamenti nella medesima direzione convergono e questo contraddice le premesse
            iniziali di al-Khayyam. Ragionando nello stesso modo nel caso dell’angolo acuto (vedi
            fig. 3.6b), si troverebbe che i segmenti CA e
                DB convergono nella direzione di A e
                B mentre i loro prolungamenti nella medesima direzione
            divergono. 
Questo è escluso, non perché
            guardando la figura questo risulta contrario alla natura della retta, ma perché
            contraddice le premesse iniziali di al-Khayyam.
        
[image: FIG. 3.6A. Se l’angolo θ è ottuso CD = C′D′ < AB.]
FIG. 3.6A. Se l’angolo
                        θ è ottuso CD =
                        C′D′ <
                    AB.


[image: FIG. 3.6B. Se l’angolo θ è acuto CD = C′D′ > AB.]
 FIG. 3.6B. Se l’angolo
                        θ è acuto CD =
                        C′D′ >
                    AB.


Poiché gli angoli in
                C e in D non possono essere né acuti né
            ottusi essi saranno necessariamente retti e, in questo caso, al-Khayyam riesce
            facilmente a dimostrare l’enunciato del V postulato che, in questo modo, diventa, come
            lui voleva, un teorema. 
In definitiva al-Khayyam ritiene
            che per poter dimostrare compiutamente i teoremi della geometria euclidea, si debbano
            aumentare le premesse iniziali: oltre ai primi 4 postulati euclidei e alle premesse che
            abbiamo menzionate, ne aggiunge molte altre tra cui il postulato noto come «postulato di
            Archimede», che Euclide implicitamente ammette nella teoria delle proporzioni all’inizio
            del libro V degli Elementi, senza enunciarlo esplicitamente tra i
            postulati iniziali. Questo atteggiamento, che vede opportuno rivedere e aumentare il
            numero dei postulati necessari alla costruzione della geometria euclidea, è stato
            ripreso e completamente sviluppato solo nel XIX secolo ad opera di Hilbert, che
            individua il numero minimo di postulati necessari per ottenere tutti i teoremi della
            geometria assoluta, quei teoremi cioè che non dipendono dal V postulato. Tali postulati
            sono divisi in gruppi: postulati di appartenenza, di ordine, di movimento, di
            continuità. A questi Hilbert aggiunge il postulato delle parallele che viene espresso in
            una formulazione più semplice e diretta di quella euclidea che forse sarebbe piaciuta di
            più ad al-Khayyam: 
data in un piano una retta a
                e un punto P che non le appartiene, esiste una e una sola retta
                    b che passa per P e non interseca
                    a. 


Con Hilbert, nel tentativo poi
            rivelatosi vano di fondare la geometria, e la matematica in generale,
            solo su sé stessa, si perde quel rapporto diretto con la
            filosofia e con l’intuizione geometrica così necessario e importante per al-Khayyam. 
Le idee di al-Khayyam resteranno
            incomprese, o mal comprese, per molti secoli ancora e, per molti secoli ancora i
            matematici continueranno a cercare una dimostrazione del V postulato a partire dai
            precedenti, fino a quando, come vedremo, non si riuscì a cambiare drasticamente il punto
            di vista. 

Saccheri, ignaro fondatore della geometria non euclidea 



L’interesse per i fondamenti della
            geometria e in particolare per il V postulato continuarono anche nel medioevo latino ed
            ebraico producendo diversi lavori che riproponevano essenzialmente gli approcci arabi. 
Con la riscoperta dei classici
            greci e latini sia in campo umanistico che scientifico, nel rinascimento italiano
            assistiamo a una proliferazione di traduzioni e commenti di opere classiche, prima di
            tutte gli Elementi di Euclide. L’edizione di Commandino (1509-1575)
            del 1572 e soprattutto quella di Clavio (1538-1612) del 1574 contengono diversi
            commenti, scoli e vere e proprie nuove dimostrazioni. Tra queste molta attenzione è
            dedicata alla teoria delle parallele. Clavio riporta nella seconda edizione del suo
            commentario una dimostrazione basata sul concetto di equidistanza nella quale tenta di
            dimostrare che la linea equidistante a una retta data, come quella, «giace ugualmente
            rispetto ai suoi punti» e per questo è retta. In realtà la dimostrazione di Clavio
            omette di dimostrare che la linea equidistante è la più breve
            tra quelle che uniscono i due punti dati, caratteristica che, come abbiamo visto nel
            capitolo I, è essenziale nella definizione euclidea di retta. 
Oltre a questi resoconti si
            moltiplicano nel XVII secolo, soprattutto in Italia, i tentativi più o meno elaborati di
            dimostrare il V postulato, tra cui citiamo quello di Alfonso Borelli, Vitale Giordano,
            Pier Antonio Cataldi. Anche in Inghilterra, John Wallis (1616-1703) uno dei maggiori
            matematici inglesi del suo tempo, nella sua opera On the Fifth Postulate and
                Fifth Definition in Book 6 of Euclid; A Geometric Discourse (Oxford,
            1693) riporta la traduzione inglese del testo di al-Tusi già stampato in arabo a Roma,
            nel 1594, rendendo così accessibile agli studiosi l’approccio arabo al problema, e
            propone una sua nuova dimostrazione che inserisce in questa storia un elemento nuovo.
            Scrive Wallis: 
Infine (supponendo la natura dei rapporti e la
                teoria della similitudine già nota) io assumo la seguente come una nozione comune:
                per ogni figura esiste una figura simile di grandezza arbitraria. 


Ecco la dimostrazione di Wallis del
            V postulato a partire da questa premessa: 
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Consideriamo i segmenti
                AB e CD e la trasversale
                AC che forma due angoli α, β la cui somma minore di un angolo
            piatto (fig. 3.7a). Trasliamo AB verso il segmento
                CD lasciando costante l’angolo β. Quando AB
            sarà abbastanza vicino a CD si verrà a formare il triangolo
                CEF (fig. 3.7b). Secondo l’assunzione di Wallis esisterà un
            triangolo simile al triangolo CEF, con un lato uguale a
                CA. Sia CAP tale triangolo (fig. 3.7c).
            Vista l’uguaglianza degli angoli nei due triangoli CEF e
                CAP, il segmento AB si sovrapporrà al
            segmento AP e il segmento CD al segmento
                CP quindi, se prolungati, finiranno per incontrarsi in
                P. 
Tra tutti questi personaggi, quello
            sicuramente più interessante per la nostra storia è il matematico gesuita Gerolamo
            Saccheri. Nato a Sanremo il 1667, Saccheri entrò a 18 anni nell’ordine dei Gesuiti,
            insegnò in vari collegi gesuiti filosofia e teologia e fu autore, tra l’altro, di
            un’opera di logica: Logica demonstrativa (1701). Tenne la cattedra
            di matematica all’università di Pavia dal 1699 fino alla morte, che avvenne nel 1733. 
Saccheri fu figlio di quella scuola
            gesuitica che aveva uno dei suoi massimi esponenti in Clavio, la cui monumentale
            versione commentata degli Elementi di Euclide eserciterà una forte
            influenza sul suo lavoro matematico. Nell’epoca in cui visse Saccheri la matematica ebbe
            un enorme sviluppo a partire dalla geometria analitica di Cartesio fino al nascente
            calcolo infinitesimale, che avrà ripercussioni straordinarie non solo nella matematica
            ma anche nella fisica e nelle scienze applicate. Questo nuovo sconosciuto campo di
            indagine, questo «calcolo sublime», come lo definì Leibniz, assorbì le energie dei
            maggiori matematici dell’epoca che, poco preoccupati del rigore,
            erano spinti alla ricerca di nuovi risultati spesso ottenuti con metodi intuitivi e
            senza chiare definizioni di base. Uno statuto rigoroso del calcolo infinitesimale si
            ebbe solo nella seconda metà del XIX secolo. In controtendenza troviamo la scuola
            gesuitica che, erede dell’antico rigore, continuò sulla strada indicata da Euclide
            usando metodi sintetici contrapposti a quelli analitici, allora molto in voga. La
            ricerca di una dimostrazione del V postulato era certamente, in questo ambiente, un
            argomento centrale. L’opera di Saccheri, già dal titolo Euclides ab omni nævo
                vindicatus, si poneva l’ambizioso obiettivo di
            «vendicare» Euclide, forse considerato dai più superato, liberando la geometria da due,
            a suo modo di vedere, «nei»: la mancata dimostrazione del V postulato e la teoria dei
            rapporti, considerata all’epoca poco chiara. Ma è sul primo punto che l’opera di
            Saccheri ebbe una notevole influenza sullo sviluppo della geometria perché in essa,
            attraverso il solo uso del rigore logico, si indagò meglio sulle conseguenze che si
            ricavano negando il postulato delle parallele. 
Il suo Euclides
                vindicatus uscì a stampa nel 1733, l’anno della sua morte, e non sappiamo
            se ebbe la possibilità di vedere il suo lavoro stampato. L’opera ebbe scarsa influenza e
            fu per lo più ignorata fino a quando fu riesumata nel 1889 dal padre gesuita Manganotti,
            che la segnalò a Beltrami. Beltrami vide in Saccheri un involontario precursore della
            geometria non euclidea e ne difese la priorità, segnalandola al mondo scientifico. 
Il piano di lavoro di Saccheri,
            simile a quello di al-Khayyam, consiste nel considerare il quadrilatero birettangolo e
            dimostrare che, sia nell’ipotesi dell’angolo acuto che in quella
            dell’angolo ottuso, a lungo andare, si arriva a una contraddizione che rende
            inaccettabili le due ipotesi alternative a quella dell’angolo retto. In questa ultima
            ipotesi è facile dimostrare, come aveva fatto al-Khayyam, la validità del postulato
            euclideo o, come dice Saccheri, del pronunciato euclideo.
            Naturalmente l’ambizione di Saccheri è trovare una dimostrazione che non usi nuovi
            postulati ma che si serva solo dei primi 4 e di ciò che da essi è possibile dedurre. 
Come al-Khayyam, Saccheri comincia
            col dimostrare che in ogni quadrilatero birettangolo gli angoli ACD
            e BDC sono uguali: 
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Dimostra poi che se l’angolo
                θ è
            retto allora AB =
                        CD e, viceversa, se AB =
                        CD allora θ è retto. In questo caso può provare
            il «pronunciato euclideo». Ma come escludere l’ipotesi che l’angolo θ non sia retto?
            Per fare questo Saccheri analizza le due ipotesi possibili, cioè che l’angolo sia ottuso
            o acuto, sicuro – tanta è la sua fiducia nella dimostrabilità del V postulato – di
            trovare prima o poi una contraddizione. Il primo risultato interessante e anche
            sconcertante – come già abbiamo visto in al-Khayyam – è che se θ è ottuso allora CD <
                        AB mentre se è acuto CD >
                        AB. Per illustrare al lettore l’eleganza e il rigore col quale procede
            Saccheri riportiamo in appendice, con le nostre parole, il
            procedimento, più rigoroso di quello seguito dal matematico arabo, col quale Saccheri
            dimostra questo teorema. 
Nel suo lavoro Saccheri arriva a
            risultati di grande interesse, alcuni dei quali ingiustamente attribuiti ad altri
            matematici a lui successivi. Innanzi tutto dimostra che, se esiste un quadrilatero
            birettangolo con gli angoli θ ottusi (o acuti, o retti), allora
                ogni quadrilatero birettangolo ha tali angoli ottusi (o acuti,
            o retti). A partire da questo dimostra che, nell’ipotesi dell’angolo ottuso, ogni
            triangolo ha la somma degli angoli interni maggiore di due retti, mentre, nell’ipotesi
            dell’angolo acuto, ogni triangolo ha la somma degli angoli interni minore di due retti.
            Ma questo ancora non gli basta per scartare le due ipotesi, dato che per dimostrare che
            in un triangolo la somma degli angoli interni è uguale a due angoli retti si usa, in
            modo essenziale, il postulato delle parallele, che invece è ciò che
            si vuol dimostrare. Saccheri continua la sua inesorabile analisi e, abbastanza
            facilmente, si sbarazza dell’ipotesi dell’angolo ottuso, perché in quel caso può
            dimostrare il V postulato ma, se vale il V postulato, l’angolo θ deve essere
            retto, mentre lo aveva supposto ottuso. Dunque, come scrive Saccheri: «l’ipotesi
            dell’angolo ottuso è assolutamente falsa perché distrugge sé stessa». 
Nel caso che l’angolo θ si supponga
            acuto – caso che Saccheri chiamerà l’inimica ipotesi – il gesuita
            sviluppa una lunga serie di teoremi attraverso ragionamenti sempre più complicati alla
            ricerca, quasi ossessiva, di una contraddizione. La contraddizione non arriva ma
            Saccheri insiste nella sua analisi trovando rette che si avvicinano tra loro
            asintoticamente senza mai incontrarsi, e rette convergenti che diventano,
            proseguendo nella medesima direzione, divergenti. Cose poco
            intuitive ma senza nessuna contraddizione logica, se non si vuole, come aveva già fatto
            al-Khayyam, introdurre altri postulati che escludano queste situazioni. Infine, di
            fronte allo strano e innaturale comportamento delle rette afferma, nel teorema 33, che:
            «l’ipotesi dell’angolo acuto è assolutamente falsa, perché ripugna alla natura della
            linea retta». Senza specificare, né dimostrare, in cosa tale natura sia contraddetta. Il
            rigore dimostrativo viene meno e lo stesso Saccheri, forse consapevole di questo, tenta
            altre strade, meno felici, più cervellotiche e anche non del tutto corrette. Un
            fallimento dunque, del quale non sappiamo se il matematico sanremese si fosse reso
            pienamente conto, probabilmente illuso di aver finalmente risolto il secolare problema.
            Ma in questo mancato successo, in questa mancata dimostrazione appaiono nuove
            configurazioni, nuovi oggetti mai visti prima, all’apparenza aberranti ma coerenti con i
            4 postulati euclidei, che si fanno anticipatori di una nuova stagione che rivoluzionerà
            completamente l’assetto della geometria. 

L’ossessione del V postulato 



L’opera di Saccheri ebbe una certa
            diffusione grazie alla dissertazione di George Simon Klügel (Gottinga, 1764) dove
                l’Euclides ab omni nævo vindicatus, insieme a una trentina di
            «dimostrazioni» del V postulato, viene analizzato criticamente e diffuso nell’ambiente
            di Gottinga dove si formeranno Farkas Bolyai, suo figlio János Bolyai, uno dei fondatori
            della geometria non euclidea, e lo stesso Gauss. Klügel
            considera esplicitamente la possibilità che il V postulato sia indimostrabile e che la
            sua verità dipenda da risultati sperimentali. 
Anche Johann Heinrich Lambert
            (1728-1777), matematico e filosofo, fautore di una matematizzazione della metafisica
            sull’esempio euclideo, a cui dobbiamo tra l’altro la dimostrazione della irrazionalità
            del numero e di Nepero e di π, si occupa della teoria delle
            parallele. Nella sua opera Theorie der Parallellinien (1766), cita
            Klügel dimostrando quindi di essere a conoscenza del lavoro di Saccheri. In modo simile
            al matematico sanremese, Lambert considera un quadrilatero con tre angoli retti (oggi
            chiamato quadrilatero di Lambert o quadrilatero trirettangolo) 
[image: FIG. 3.9. Quadrilatero di Lambert.]
FIG. 3.9. Quadrilatero di
                    Lambert.


formulando per il quarto angolo
                θ
            l’ipotesi che possa essere retto, ottuso e acuto. Sulle prime due ipotesi ottiene gli
            stessi risultati di Saccheri, ma sulla terza ipotesi non trova alcuna contraddizione
            logica. Tuttavia aggiunge ai risultati di Saccheri un nuovo risultato molto importante
            per la nostra storia. Lambert dimostra che, nell’ipotesi dell’angolo acuto, non solo la
            somma degli angoli interni di un qualsiasi triangolo è sempre minore di due angoli
            retti, ma la sua area è proporzionale al «difetto angolare», cioè al valore di quanto
            manca alla somma degli angoli per raggiungere i 180°. Se
                α,
                β,
                γ sono
            gli angoli (misurati in radianti) di un triangolo la sua area è 
r2(π – (α + β + γ)) 

dove r è una
            costante che non dipende dal particolare triangolo. 
Questa sorprendente relazione
            implica, ad esempio, che, se l’area del triangolo aumenta, la somma dei suoi tre angoli
            interni diminuisce, ma implica anche un limite superiore per l’area di un triangolo a
            uguale a r2π dal momento che r2
            (π − (α +
                        β
                    + γ)) <
                        r2π. Lambert è anche il primo a rendersi conto che la geometria dei
            triangoli sferici non dipende dal V postulato e si rende conto che la seconda ipotesi
            (quella dell’angolo ottuso) potrebbe essere lecita sulla superficie di una sfera. Egli
            afferma: 
Ciò che mi colpisce di più come fatto
                interessante è che la geometria dei triangoli sferici può essere dimostrata
                indipendentemente dalle difficoltà relative alle rette parallele basandosi solo
                sull’assioma che ogni piano passante per il centro della sfera la divide in due
                parti uguali. Da questo potrei anche concludere che la terza ipotesi vale su una
                qualche sfera immaginaria. 


Questo perché era ben nota
            l’espressione 
r2((α + β + γ) – π)
            

che esprime l’area di un triangolo
            su una superficie sferica di raggio r, in funzione dei suoi angoli
                α,
                β,
                γ, e
            Lambert, partendo da questa formula, arriva a congetturare che l’ipotesi dell’angolo
            acuto possa realizzarsi su una sfera di raggio [image: ] dato che, essendo [image: ], sostituendo [image: ] al posto di r nella formula nota per la sfera, si
            ottiene la formula da lui dimostrata nell’ipotesi dell’angolo acuto. L’unità immaginaria [image: ] era, all’epoca, ancora una entità sospetta: falsa, sofistica, assurda,
            impossibile, immaginaria – per usare alcuni dei nomi ad essa attribuita da diversi
            matematici – e forse per questo Lambert si convince che l’ipotesi dell’angolo acuto è
            essa stessa falsa, sofistica, assurda, impossibile, immaginaria. Per rafforzare questa
            opinione, fornisce una sua dimostrazione del V postulato che solo nel 1905 sarà
            dichiarata errata da uno studio di B.L. Laptev. 
Anche in Francia non manca
            interesse per la teoria delle parallele. Jean-Baptiste Le Rond d’Alembert (1717-1783)
            nella voce Géométrie dell’Encyclopédie (1759)
            scrive: 
La definizione e le proprietà della retta e
                quella delle parallele sono lo scoglio e per così dire lo scandalo degli elementi
                della geometria. 


E pone l’antico problema di
            dimostrare che la retta che ha due punti equidistanti da una retta data ha tutti i suoi
            punti ugualmente equidistanti. La questione è affrontata, tra gli altri, da Adrien-Marie
            Legendre (1752-1833) uno dei maggiori matematici francesi del XVIII secolo, allievo di
            Eulero e Lagrange. Legendre scrive un libro di testo di geometria elementare
                (Eléments de géométrie) che avrà diverse edizioni e grande
            diffusione. Nelle varie edizioni inserisce una dimostrazione del postulato delle
            parallele ognuna delle quali contiene un sottile errore di ragionamento a conferma della
            tenacia con la quale pensava di poter dimostrare il V postulato.
            La prima di queste «dimostrazioni» che si trova nella prima edizione degli
                Eléments, è riportata in appendice per la sua ingegnosità ma
            anche per il significato dell’errore di Legendre, legato a un uso molto disinvolto del
            concetto di serie infinita in un’epoca in cui l’analisi matematica mancava di fondamenti
            rigorosi. Questo errore è simile al paradosso di Achille e la tartaruga, nel quale la
            somma di infinite grandezze (positive) non sempre supera una grandezza data!


IV

L’idea di curvatura: Eulero e Gauss



Ciò che comunemente intendiamo per «comprendere» coincide con
            «semplificare»: senza una profonda semplificazione, il mondo intorno a noi sarebbe un
            groviglio infinito e indefinito, che sfiderebbe la nostra capacità di orientarci e di
            decidere le nostre azioni. Siamo insomma costretti a ridurre il conoscibile a schema: a
            questo scopo tendono i mirabili strumenti che ci siamo costruiti nel corso
            dell’evoluzione e che sono specifici del genere umano, il linguaggio e il pensiero
            concettuale. 
P. Levi 


Gli albori del concetto di curvatura 



L’introduzione delle coordinate
            cartesiane e gli sviluppi dell’algebra e della teoria delle equazioni aveva aperto,
            nella seconda metà del XVII secolo, un nuovo immenso campo di ricerca: quello della
            descrizione della forma di una linea data da una equazione f
                    (x, y) = 0, rappresentando le infinite coppie di soluzioni dell’equazione stessa
            come punti di un piano cartesiano. 
Cartesio (1596-1650) riuscì a
            risolvere la questione nel caso particolare che l’equazione fosse di primo o di secondo
            grado, portando solo qualche esempio di grado maggiore, ma la realtà della ricerca si
            mostrò ben presto molto più complessa di quanto ci si potesse aspettare: non solo perché
            le equazioni di grado superiore al secondo producevano moltissimi tipi di curve, tutte
            diverse tra loro e del tutto sconosciute, ma soprattutto, di
            generalizzazione in generalizzazione, per la nascita di problemi ancora più complessi.
            Ad esempio, si imponeva il complicato studio delle curve nello spazio euclideo
            tridimensionale, particolarmente importante nella cinematica, insieme allo studio delle
            superfici: non più solo sfere, coni, cilindri ma una quantità sterminata di nuovi
            oggetti geometrici definiti da equazioni in tre incognite x,
                y, z, spesso semplici da scrivere ma
            estremamente difficili da risolvere. Dopo di lui, nella seconda metà del ’600, la
            matematica fu arricchita dai contributi di Cavalieri, Leibniz e Newton, ai quali si
            devono l’introduzione e i primi sviluppi del calcolo infinitesimale. In particolare
            Leibniz ha introdotto le notazioni tuttora in uso come la lettera d
            per i differenziali e il segno ∫, una s allungata, per indicare una somma di infiniti
            elementi infinitesimi, cioè l’integrale. 
Un pioniere in questo affascinante
            campo di ricerche, al giorno d’oggi non ancora completamente esplorato, fu il matematico
            svizzero Leonhard Euler (1707-1783), noto in Italia come Eulero. 
Nato a Basilea nel 1707, uno dei più
            prolifici matematici di tutti i tempi, di solida fede calvinista, Eulero all’età di 20
            anni fu chiamato a far parte dell’Accademia delle Scienze di Pietroburgo dove resterà
            per molti anni prima di trasferirsi a Berlino, presso la corte di Federico il Grande. Di
            carattere poco propenso alle frivolezze di corte, si trasferì nuovamente in Russia, dove
            fu accolto trionfalmente dall’imperatrice Caterina che gli concesse l’uso, per sé e la
            sua numerosa famiglia, di un palazzo principesco e cedendo loro uno dei suoi cuochi
            personali. Dotato di una intelligenza fuori dell’ordinario e molto preso dalla passione
            per la matematica e le scienze naturali, Eulero ha dato
            contributi fondamentali a queste scienze ed è stato senza dubbio uno dei più creativi
            matematici della storia. Nel cuore della sua ricerca si trovano l’Analisi
            infinitesimale, la Meccanica razionale e la Geometria differenziale. 
Uomo di grande forza morale, seppe
            affrontare la cecità che lo colse a 59 anni senza diminuire in nessun modo i suoi ritmi
            lavorativi. Aveva una grandissima memoria anche visiva, tanto da ricordare a mente i
            versi dell’intera Eneide e questo lo aiutò durante la cecità:
            vedeva le formule e i risultati dei calcoli mentalmente senza doverli scrivere e questo
            gli permise fino alla morte di continuare a calcolare, calcolare, calcolare. 
Eulero si era posto il problema di
            come individuare la forma delle superfici conoscendo le loro equazioni e lo affrontò
            usando e sviluppando i nuovi metodi dell’analisi infinitesimale, usandoli per descrivere
            la superficie in un intorno di ogni suo punto, approssimandolo con forme elementari
            studiate a monte. Per «intorno» di un punto intendiamo una porzione di superficie che lo
            contiene. Questo obiettivo fu pienamente raggiunto da Eulero, e successivamente fu
            sviluppato da Bernhard Riemann (1826- 1866) che trovò il modo, come vedremo, di comporre
            tra loro questi intorni attraverso il concetto di varietà. 
Per portare avanti il suo progetto
            Eulero aveva bisogno non solo di elaborare nuove idee e nuovi concetti ma anche di
            introdurre un linguaggio preciso che permettesse di sviluppare la ricerca con un certo
            rigore. I metodi di calcolo dell’analisi infinitesimale, che Leibniz ebbe a chiamare
            «calcolo sublime» e che Eulero stesso aveva contribuito a sviluppare, si
            rivelavano di grande efficacia non solo nello studio delle curve
            piane ma anche in quello delle superfici immerse nello spazio euclideo tridimensionale,
            pur non essendo, all’epoca, del tutto rigorosi. La trattazione di tale materia richiede
            una certa dimestichezza con questo tipo di calcolo e ci scusiamo fin d’ora con il
            lettore se talvolta la nostra esposizione, che si rivolge a tutti, risulterà per i non
            matematici un po’ astrusa e per i matematici troppo imprecisa. Malgrado ciò riteniamo
            comunque necessario dare qualche idea in più per non lasciare l’argomento troppo nel
            vago. 
Per poter descrivere una superficie
            occorre studiare, in primo luogo, le curve che essa contiene. Cominciamo quindi dal caso
            più semplice che consiste nel descrivere la forma di una curva piana nell’intorno di un
            suo punto. Per semplicità consideriamo solo linee continue (una definizione precisa di
            continuità ha richiesto diversi secoli di successive elaborazioni) e tali che per ogni
            loro punto sia possibile tracciare una retta tangente (tali linee si chiamano
            tecnicamente lisce). Ciò che si vuole escludere con questa ipotesi
            è che la curva possa avere dei punti angolosi nei quali la tangente cambia avvicinandoci
            a tali punti da un lato o dall’altro, come nella figura 4.1. 
        
[image: FIG. 4.1.]
FIG. 4.1.
                


Questa scelta ci permette di
            approssimare localmente la nostra linea con la retta tangente nel senso che, in un
            intorno molto piccolo (infinitesimo) di un punto A, la retta
            tangente e la linea curva tendono a identificarsi. 
L’analisi infinitesimale nasce
            proprio per fornire strumenti di calcolo che permettano di trovare in modo esplicito
            questi oggetti limite. L’inclinazione della retta tangente in un determinato punto
                A, calcolata utilizzando il concetto di
                «derivata», ci dà una utilissima informazione sulla direzione
            che possiede la curva nel punto A ma non dà invece alcuna
            informazione su quanto la nostra linea si incurvi nell’intorno del punto, cioè di quanto
            si discosti da essa. La figura 4.2 mostra diverse linee con la stessa tangente in
                A ma con curvature molto diverse tra loro: 
[image: FIG. 4.2. L‘inclinazione delle curve nel punto A, nei tre casi, è sempre di 45° ma la loro curvatura è diversa.]
FIG. 4.2. L‘inclinazione
                    delle curve nel punto A, nei tre casi, è sempre di 45° ma
                    la loro curvatura è diversa.


Per descrivere e distinguere questi
            casi i matematici hanno pensato di ricorrere alle circonferenze e di cercare quella che
            meglio approssima la linea nell’intorno del punto A. Queste
            circonferenze hanno tutte il centro sulla retta per A
            perpendicolare alla tangente e, più è grande il loro raggio, meno la linea è curva, come
            appare evidente nella figura 4.3:
        
[image: FIG. 4.3. Curve con la stessa tangente in A ma con curvature crescenti.]
FIG. 4.3. Curve con la stessa
                    tangente in A ma con curvature
                crescenti.


La circonferenza che meglio
            approssima la curva in A si chiama «cerchio osculatore» e il suo
            raggio r si chiama il «raggio di curvatura» in
                A. Se la curva è abbastanza regolare il cerchio osculatore
            esiste sempre e si può calcolare esplicitamente se si conoscono le equazioni che
            descrivono la curva. I matematici hanno deciso allora di misurare la curvatura in un
            punto A con l’inverso del raggio di curvatura in
                A, cioè con 1/r. Questo perché più il
            raggio r del cerchio osculatore di una linea in un suo punto
            diminuisce (o aumenta) più il rapporto 1/r e la curvatura aumentano
            (o diminuiscono) insieme. 
La curvatura di una linea varia da
            punto a punto e, fissato un verso di percorrenza, possiamo anche assegnarle un segno: se
            la linea curva a sinistra il segno è positivo mentre se curva a destra il segno è
            negativo. Anche questa è una convenzione, che deriva dal fatto che, per antichissime
            ragioni astronomiche, si considera positivo il verso di rotazione antiorario – che è
            quello di rotazione della terra intorno al proprio asse – e negativo quello orario.
            Quando il raggio di curvatura r cresce e tende all’infinito, il suo
            reciproco 1/r tende a zero e quindi anche la curvatura tende a
            zero, cioè localmente la linea è quasi rettilinea. Per
            rispettare questo processo di tendenza all’infinito è stato
            deciso di assegnare alla curvatura il valore 0 per un valore del raggio infinitamente
            grande. 
È facile ora vedere come è fatta
            globalmente una linea AB quando la curvatura è costante in ogni suo
            punto: 
[image: FIG. 4.4. Archi di linee piane a curvatura costante.]
FIG. 4.4. Archi di linee
                    piane a curvatura costante. 
1) Se nel percorso si gira a sinistra, in A
                    e si percorre senza cambiare curvatura fino a B, allora la
                    curvatura è positiva e la linea AB è un arco di
                    circonferenza percorso in senso antiorario. 2) Se il percorso da
                        A a B è dritto la curvatura è
                    nulla e la linea AB è retta. 3) Se nel percorso si gira a
                    destra e si percorre senza cambiare fino a B, allora la
                    curvatura è negativa e la linea AB è un arco di
                    circonferenza percorso in senso orario.


In conclusione, se abbiamo una
            curva liscia che verifica le condizioni di regolarità che abbiamo specificato, possiamo
            calcolare in ogni suo punto la relativa curvatura. 
È anche possibile, viceversa,
            ricostruire la forma globale di una linea se di questa conosciamo la
            direzione iniziale e la curvatura in ogni suo punto. In altre
            parole, nel caso delle curve, è possibile ricostruire la forma globale a partire da
            informazioni locali in tutti i suoi punti. 
Vediamo ora, con un esempio
            concreto molto elementare, come si possa realizzare questa ricostruzione globale di una
            linea liscia: abbiamo 5 tratti consecutivi lunghi, ciascuno, 2 unità, sappiamo che la
            curva nel punto iniziale A ha la tangente a
            inclinata di 45° e che, inoltre, la curvatura di ognuno
            dei 5 tratti è costante e vale, rispettivamente, – 1/2; – 1/3; 0; 1; – 1/2. 
La condizione che la linea sia
            liscia ci obbliga a unire i tratti tra loro in modo che la tangente nel punto finale di
            ogni singolo tratto sia uguale alla tangente nel punto iniziale del tratto successivo,
            in modo da evitare la possibilità di avere punti angolosi. Il primo tratto
                AB della linea (vedi fig. 4.5) sarà allora un arco di
            circonferenza lungo 2 unità e di raggio 2 (la curvatura è – 1/2) col centro
                O1 sulla retta perpendicolare ad
                a (la linea deve essere tangente in A ad
                a) percorsa in senso orario (il segno
            della curvatura è negativo); il secondo tratto
                BC sarà un arco di circonferenza lungo 2 centimetri, di raggio
            3 (la curvatura è – 1/3), col centro O2
            sulla retta BO1 (questo arco deve avere la
            stessa tangente in B dell’arco precedente), percorso in senso
            orario (essendo la curvatura negativa); il tratto CD, avendo
            curvatura nulla, sarà un segmento lungo 2 unità perpendicolare alla retta
                O2C. Si prosegue in
            questo modo per gli altri tratti. 
[image: FIG. 4.5. Questa curva è divisa in 5 tratti di lunghezza uguale a 2 unità.]
FIG. 4.5. Questa curva è
                    divisa in 5 tratti di lunghezza uguale a 2 unità. 
Ogni tratto ha curvatura costante
                    uguale a (– 1/2, – 1/3, 0, 1, – 1/2) rispettivamente. 


In questo modo quindi,
            generalizzando, se conosciamo la tangente a una linea nel suo punto iniziale, la
            lunghezza e la curvatura costante dei tratti consecutivi che nel loro insieme formano la
            linea, e tenendo conto infine delle condizioni sulle tangenti, siamo in grado di
            disegnare l’intera linea. 
Se poi i tratti fossero infiniti,
            di lunghezza infinitesima e di ognuno di questi conoscessimo la curvatura, allora, con i
            metodi del calcolo sublime, potremmo trovare, a partire da questi dati locali, la forma
            globale di qualunque curva liscia, anche la più complessa. Questo metodo, basato
            sull’analisi infinitesimale e sulle equazioni differenziali, completamente diverso dai
            metodi sintetici precedenti, permetterà di ottenere nuovi e impensabili risultati
            ampliando enormemente il mondo degli oggetti matematici – definiti ora tramite equazioni
            – che possono essere smontati e rimontati passando da proprietà locali a proprietà
            globali e viceversa. 

Eulero e le curvature principali 



Eulero, usando in maniera un po’
            spregiudicata ma produttiva gli strumenti del calcolo
            infinitesimale della sua epoca, diede un contributo anche allo
            studio delle forme delle superfici (Recherches sur la courbure des
                surfaces, 1777). Volendo descrivere localmente – cioè in un intorno molto
            piccolo di un suo punto A – una superficie immersa nello spazio
            euclideo tridimensionale, è indispensabile chiedersi: quali sono le sue possibili forme?
            Come possiamo descrivere il modo in cui si incurva nelle varie direzioni? Anche ora si
            presenta il bisogno di parole nuove, di nuovi concetti e di nuove tecniche di calcolo. 
Come per le linee curve, la prima
            cosa che si può fare è quella di cercare il piano tangente alla superficie in un suo
            punto, cioè il piano che meglio approssima la superficie in quel punto. Si prendono tre
            punti della superficie non allineati e molto vicini al punto A e si
            considera il piano che passa per questi tre punti. Quando i tre punti tendono ad
                A, questo piano, se le cose vanno bene, tende al piano
            tangente. Le cose vanno bene se la superficie è abbastanza regolare (o, come si dice
            tecnicamente è «liscia»); in questo caso, se sono date le equazioni che la descrivono,
            le equazioni del piano tangente possono essere calcolate utilizzando il calcolo
            infinitesimale. 
[image: FIG. 4.6.]
FIG. 4.6.
                


Come abbiamo fatto con le linee
            curve, vogliamo misurare quanto, in un intorno infinitesimo di A,
            la superficie si discosti dal piano tangente. Per farlo
            dobbiamo conoscere la curvatura, nell’intorno scelto, delle
            varie linee che possiamo tracciare sulla superficie e che passano per
                A. Ognuna di queste curve avrà una retta tangente, che sarà
            contenuta nel piano tangente alla superficie nel punto dato, e la loro curvatura darà
            un’idea di come la superficie si discosta, lungo quella direzione, dal piano tangente.
            La cosa è piuttosto ingarbugliata dato che le curve che passano per
                A e che si trovano sulla superficie sono infinite e distribuite
            in tantissimi modi diversi. Per ordinare questo groviglio i matematici hanno pensato di
            considerare solo le cosiddette «sezioni normali», cioè le linee
                che si ottengono intersecando la superficie con un piano
                α che ha
            come asse la retta perpendicolare al piano tangente passante per A.
            Di queste sezioni ce n’è una e una sola per ogni direzione: 
[image: FIG. 4.7. Tre linee, chiamate «sezioni normali» nel punto A, appartenenti alla stessa superficie e individuate da tre diverse direzioni del piano α.]
FIG. 4.7. Tre linee, chiamate
                    «sezioni normali» nel punto A, appartenenti alla stessa
                    superficie e individuate da tre diverse direzioni del piano α.


Facendo ruotare il piano α intorno al suo
            asse, per ogni direzione individuiamo una ben definita curva intersezione che ci indica
            come la superficie si pieghi in quella direzione. Il fatto che la sezione normale sia
            una curva piana ci permette di considerare la sua curvatura in A,
            come abbiamo fatto in precedenza, curvatura che ci dice quanto la superficie si incurvi
            nella corrispondente direzione. 
        
Anche se ora le cose si presentano
            più ordinate, abbiamo comunque una situazione estremamente complessa: per ogni punto
            della superficie ci sono infinite direzioni e generalmente infinite curvature e, in più,
            il contesto cambia da punto a punto. Per potersi fare un’idea generale della situazione,
            e avere un valore di curvatura indicativo, alcuni matematici hanno proposto di fare la
            media di tutte le infinite curvature delle infinite sezioni normali intorno al punto
                A, mentre Eulero ha preferito prendere in considerazione non
            tutte le sezioni normali ma solo quelle di curvatura minima
                    km e massima
                    kM. Il segno di queste curvature è, per
            convenzione, positivo se la sezione normale è sopra il piano tangente, negativo se si
            trova sotto. I termini «sopra» e «sotto» hanno un senso preciso una volta che si sia
            scelto coerentemente su tutta la superficie, una direzione da A
            verso B per le rette perpendicolari al piano tangente: la data
            sezione normale si intende di curvatura k positiva in
                A se è contenuta nel semispazio che contiene la semiretta
                AB, negativa in caso contrario. 
[image: FIG. 4.8. In (a) mostra una sezione normale AC sopra il piano tangente mentre (b) e (c) mostrano una sezione normale AC «sotto» il piano tangente.]
FIG. 4.8. In (a) mostra una
                    sezione normale AC sopra il piano tangente mentre (b) e (c)
                    mostrano una sezione normale AC «sotto» il piano
                    tangente.


La sua idea si è mostrata molto
            efficace: qualunque sia la superficie data, Eulero riesce a
            dimostrare che, dato un qualunque punto A,
            queste due sezioni normali in A sono linee perpendicolari tra loro.
            In altri termini, se consideriamo, in A, la direzione lungo la
            quale la superficie si incurva di più e quella lungo la quale la superficie si incurva
            di meno, allora, fatto certamente non ovvio né intuitivo (potenza della dimostrazione!)
            queste due direzioni sono sempre perpendicolari tra loro. Eulero decide di chiamare
            queste due sezioni normali «sezioni principali» e le loro curvature «curvature
            principali» della superficie nel punto A. Nel caso che tutte le
            sezioni normali abbiano la stessa curvatura, le due curvature principali, per
            definizione, sono due sezioni normali qualunque perpendicolari tra loro. 
Queste sezioni principali possono
            accoppiarsi, rispetto alla loro curvatura, solo in tre modi: una coppia di sezioni con
            curvature dello stesso segno; una coppia di sezioni a curvature di segno opposto; una
            coppia di sezioni di cui almeno una sia di curvatura nulla. 
Dato così un qualunque punto
                A su una superficie liscia, Eulero, a seconda dei tre casi che
            si possono presentare, può classificare sia i punti di una qualunque superficie, sia la
            forma di un intorno molto piccolo della superficie in quel punto. 
Illustriamo con degli esempi i tre
            casi possibili: 
1o Caso. Prendiamo come primo caso un
            ellissoide di rotazione ottenuto ruotando la semi ellisse ACB
            intorno all’asse AB. 
Nel punto C
            dell’ellissoide, tutte le sezioni normali hanno curvatura positiva; la linea
                ACB (fig. 4.9a) è una sezione normale di curvatura minima,
            ottenuta intersecando l’ellissoide con il piano α passante
            per C e per l’asse di rotazione AB, mentre
            (fig. 4.9b), l’intersezione dell’ellissoide col piano α ruotato di 90° è, per il teorema di
            Eulero, la sezione normale, di curvatura massima, perpendicolare alla prima. Ovviamente
            tutto questo può essere dimostrato rigorosamente ricorrendo al «calcolo sublime». 
[image: FIG. 4.9.]
FIG. 4.9.
                


In conclusione, il primo caso, è
            quello in cui le due curvature principali, km
                    ≤ kM, hanno lo stesso segno e quindi anche la curvatura
                k di ogni sezione normale, ha lo stesso segno delle due
            curvature principali. Questo ci dice che tutte le sezioni normali in
                A si piegano dalla stessa parte, o sopra o sotto il piano
            tangente, come si vede in figura 4.9. In questo caso il punto A si
            chiama «punto ellittico». Dunque 0 <
                        km ≤
                            kM, oppure km
                    ≤ kM < 0. 
Tutti i punti dell’ellissoide che
            abbiamo considerato sono ellittici. 
Come esempio particolare di
            superficie che contiene solo sezioni normali tutte uguali tra loro, consideriamo la
            superficie di una sfera di centro O e raggio r
            e cerchiamo le sezioni normali in un suo punto A.
            Osserviamo che il piano tangente alla sfera nel punto A è il piano
            perpendicolare al raggio OA (vedi fig. 4.10a) e quindi le sezioni
            normali si ottengono intersecando la sfera con i piani che
            contengono OA (vedi fig. 4.10b). Tali curve sono circonferenze
            massime di raggio r, si piegano tutte dalla stessa parte e hanno
            tutte la stessa curvatura positiva 1/r. Il punto
                A è dunque ellittico ma, essendo uguali le curvature di tutte
            le sezioni normali, prende per questo un nome particolare: «punto
                ombelicale». 
        
[image: FIG. 4.10. In ogni punto della superficie sferica km = kM le curvature di tutte le sezioni normali sono uguali tra loro. Quando ciò accade i punti si chiamano «ombelicali».]
FIG. 4.10. In ogni punto
                    della superficie sferica km =
                            kM le curvature di tutte le
                    sezioni normali sono uguali tra loro. Quando ciò accade i punti si chiamano
                        «ombelicali».


2o Caso. Il secondo caso mostra una
            situazione nuova e molto interessante. Può infatti accadere che una superficie venga
            tagliata in due parti dal piano tangente in un suo punto A, come
            nella figura 4.11a: 
        
[image: FIG. 4.11. Esempio di superficie tagliata in due parti dal piano tangente in A.]
FIG. 4.11. Esempio di
                    superficie tagliata in due parti dal piano tangente in
                    A.


In questo caso le due sezioni
            principali in A non sono tutte nello stesso semispazio, come
            avviene invece nel caso ellittico, ma una sezione è sopra e l’altra è sotto. Come si
            vede nella figura 4.11b la sezione principale BAC ha curvatura
            positiva kM perché è sopra il piano tangente
            in A, mentre la sezione principale DAE (caso
            (c)) ha curvatura negativa km perché sta
            sotto il piano tangente. Dunque, in questo caso, km
                    < 0 < kM. Quando ciò accade il punto A è detto iperbolico. 
Ecco, per concludere, un esempio di
            superficie i cui punti sono tutti iperbolici: 
[image: FIG. 4.12. Iperboloide a una falda: superficie che ha tutti punti iperbolici.]
FIG. 4.12. Iperboloide a una
                    falda: superficie che ha tutti punti iperbolici.


Come ulteriore esempio dei
                primi due casi, proponiamo la superficie di un
            toro, che presenta sia punti ellittici che iperbolici. 
[image: FIG. 4.13. Il punto A è ellittico, in quanto entrambe le sezioni normali in A stanno sotto il piano tangente in A, mentre il punto B è iperbolico perché una delle sezioni normali sta sotto il piano tangente in B (quella verticale) mentre l’altra, orizzontale, vi si trova sopra.]
FIG. 4.13. Il punto
                        A è ellittico, in quanto entrambe le sezioni normali in
                        A stanno sotto il piano tangente in
                        A, mentre il punto B è iperbolico
                    perché una delle sezioni normali sta sotto il piano tangente in
                        B (quella verticale) mentre l’altra, orizzontale, vi si
                    trova sopra.


3o Caso. Vi è infine una terza tipologia,
            nella quale almeno una delle due sezioni principali in A è nulla.
            Se è nulla quella massima allora le altre curvature normali sono negative e la
            superficie è localmente sotto il piano tangente (fig. 4.14a); se invece è nulla la
            curvatura principale minima, sono positive tutte le altre curvature normali e dunque la
            superficie si trova localmente sopra il piano tangente (fig. 4.14b). Se infine le due
            curvature principali sono entrambe nulle il punto si chiama «planare». 
Tali punti si chiamano punti
            parabolici e la superficie è, in un intorno di quel punto, assimilabile a quella di un
            cilindro. Quindi km
                    ≤ 0 = kM oppure 0 =
                        km ≤
                            kM.
        
[image: FIG. 4.14. In (a) la linea BAC ha curvatura nulla in A mentre la linea AD, e ogni altra sezione normale per A, ha curvatura negativa, quindi la superficie è localmente sotto il piano tangente e km < 0 = kM. In (b) la linea BAC ha curvatura nulla in A mentre la linea AD, e ogni altra sezione normale per A ha curvatura positiva, e quindi la superficie è localmente sopra il piano tangente e 0 = km < kM.]
FIG. 4.14. In (a) la linea
                        BAC ha curvatura nulla in A mentre
                    la linea AD, e ogni altra sezione normale per
                        A, ha curvatura negativa, quindi la superficie è
                    localmente sotto il piano tangente e
                        km < 0 =
                            kM. In (b) la linea
                        BAC ha curvatura nulla in A mentre
                    la linea AD, e ogni altra sezione normale per
                        A ha curvatura positiva, e quindi la superficie è
                    localmente sopra il piano tangente e 0 =
                        km <
                            kM.


Riassumendo:
        
	Forme locali di una
                                superficie

	Punti ellittici di una
                                superficie

	 
[image: ]
                            
 
	Il piano tangente in un punto
                                ellittico interseca la superficie solo nel punto di tangenza. Tutte
                                le sezioni normali stanno dalla stessa parte del piano tangente. Le
                                curvature principali kM
                                e km hanno lo stesso
                                segno: positivo se la superficie è localmente sopra il piano
                                tangente, negativo invece se la superficie è localmente sotto il
                                piano tangente. 
0 <
                                    km ≤
                                        kM, oppure
                                        km ≤
                                        kM
                                < 0

	Punti iperbolici di una superficie
                                

	 
[image: ]
                            
 
	Il piano tangente in un punto
                                iperbolico interseca la superficie in due linee: una parte della
                                superficie è localmente sopra il piano tangente, l’altra parte è
                                localmente «sotto» di esso. Le curvature principali hanno segno
                                discorde: 
km
                                < 0 <
                            kM

	Punti parabolici di una
                                superficie

	 
[image: ]
                            
 
	Se A è
                                parabolico allora esiste una sezione principale di curvatura nulla
                                in A e la superficie è localmente tutta sopra o
                                tutta sotto il piano tangente. 
km < 0 =
                                        kM se la
                                superficie è sotto il piano tangente; 
km = 0 <
                                        kM se la
                                superficie è sopra il piano tangente. 
Se le due
                                curvature sono uguali e nulle il punto si chiama
                                    «planare» e la superficie coincide
                                localmente col piano
                            tangente.




In questo modo Eulero, a partire
            dalle equazioni di una superficie, riusciva, attraverso la geometria analitica e i nuovi
            strumenti dell’analisi infinitesimale, a darne una descrizione locale in un intorno di
            un suo qualsiasi punto A, indicando il modo per calcolare i valori
                    km e
                    kM delle due curvature principali
            della superficie in quel punto. Il segno di questi due valori era sufficiente per
            risolvere il problema. 

Gauss e le linee brevissime 



Questo paragrafo è interamente
            dedicato al lavoro geometrico di Carl Friedrich Gauss (1777-1855), uno dei giganti della
            matematica paragonabile, per le sue doti precoci e la sua grandezza, a Mozart, in campo
            musicale. Gauss capì per primo quale rivoluzione si sarebbe compiuta in campo geometrico
            e come sarebbe stata portata avanti da Riemann, suo geniale
            prosecutore. Capì per primo perché aveva elaborato nuovi e potenti strumenti matematici
            coi quali l’intelletto poteva orientarsi in armonia, e non in contrasto, con
            l’intuizione. Con tali strumenti ripresero senso le figure apparentemente assurde,
            logiche ma nello stesso tempo incredibili, che avevano fatto capolino nei lavori di
            Saccheri, di Lambert e di tanti altri ricercatori, davanti alle quali sembrava smarrirsi
            ogni antica certezza. Vorremmo che il lettore riuscisse ad accostarsi ai nuovi strumenti
            di Gauss, non solo per motivi culturali – oggi sono una parte essenziale della cultura
            matematica – ma anche perché, in questo caso, potrebbe orientarsi e comprendere meglio
            la tempesta intellettuale che si stava scatenando sulla matematica con le geometrie non
            euclidee. 
Gauss, in una celebre lettera del
            1832 al suo allievo Christian Ludwig Gerling, afferma di aver iniziato a soli 15 anni
            alcune meditazioni che lo occuparono tutta la vita e che lo portarono a ritrovare
            risultati e punti di vista del tutto nuovi da lui mai pubblicati: 
In questi giorni ho ricevuto dall’Ungheria un
                piccolo scritto sulla geometria non euclidea in cui ritrovo tutte le mie idee e i
                miei risultati, svolti con grande eleganza, benché in una forma un po’ difficile da
                seguire, per chi non fosse addentro a queste cose, a causa della sua concisione.
                L’autore è un giovanissimo ufficiale austriaco, figlio di un mio amico di gioventù,
                col quale nel 1798 mi ero intrattenuto spesso sulla questione, benché allora le mie
                idee fossero ben lungi dall’avere la compiutezza e la maturità che esse hanno
                raggiunto grazie alla riflessione di questo giovane. Considero questo giovane
                geometra von Bolyai un genio di prima grandezza.
            


Non è difficile credere a queste
            sue affermazioni se pensiamo che a soli 19 anni Gauss riuscì a dimostrare la
            costruibilità con riga e compasso di un poligono regolare con 17 lati, inventò
            l’aritmetica modulare, alla base della moderna teoria dei numeri, e diede la prima
            dimostrazione del teorema di reciprocità quadratica. A 24 anni, utilizzando le
            osservazioni del piccolo asteroide Cerere apparso all’orizzonte il primo gennaio del
            1801 e subito scomparso, effettuate dall’astronomo Giuseppe Pizzi, riuscì a prevedere
            esattamente quando e dove l’asteroide sarebbe riapparso all’orizzonte dopo il suo giro
            intorno al sole. Per realizzare questa previsione Gauss elaborò nuovi metodi
            probabilistici e statistici basati su quello che oggi è noto come il metodo dei minimi
            quadrati, ottenendo grandi riconoscimenti. Questo successo tanto clamoroso gli valse la
            posizione di direttore dell’osservatorio astronomico di Göttingen, posizione che lui
            accettò e che mantenne per tutta la vita. 
Le meditazioni geometriche di
            Gauss, durate una vita intera, che contenevano una nuova teoria generale delle superfici
            e nuovi strumenti, concettuali e analitici, apparvero a stampa nel 1827 col titolo
                Disquisitiones generales circa superficies curvas, poco prima
            della nascita delle geometrie non euclidee. In queste ricerche Gauss considera nello
            spazio euclideo tridimensionale una qualsiasi superficie e non studia le sue proprietà
            con i metodi sintetici propri di Euclide e dei suoi epigoni, ma, nella scia delle
            ricerche di Eulero, con i nuovi e più potenti metodi dell’analisi infinitesimale Questi
            studi, come vedremo più avanti, lo portarono a immaginare nuovi ambienti bidimensionali
            nei quali poter tracciare figure geometriche perfettamente coerenti con quelle
            immaginate da Saccheri e da Lambert nell’ipotesi dell’angolo
            acuto. La possibilità di più geometrie altrettanto coerenti metteva però in discussione
            l’idea kantiana, imperante ai suoi tempi, che considerava la geometria euclidea
            espressione dello spazio inteso come intuizione a priori, tanto da indurlo a scrivere
            all’astronomo Bessel nel 1829 quanto segue: 
la convinzione che non sia possibile fondare la
                geometria in modo interamente a priori è divenuta, se possibile, ancora più salda.
                Ma lascerò passare molto tempo prima di decidermi a scrivere per la pubblicazione le
                mie ampie ricerche sull’argomento, e forse ciò non avverrà mai durante la mia vita,
                perché temerei le grida dei beoti qualora volessi esprimere compiutamente le mie
                idee. 


Gauss fu il solo fra i suoi
            contemporanei a non scandalizzarsi di fronte alla rivoluzione che si stava compiendo e
            anzi ad affermare che quella rivoluzione lui la aveva già compiuta, per una sua
            personale soddisfazione. Così scriveva nel 1824 all’amico Taurinus: 
L’assunzione che la somma dei tre angoli [del
                triangolo] sia minore di 180°, conduce a una geometria specifica del tutto diversa
                dalla nostra (euclidea), e che in sé stessa è del tutto conseguente e che io ho
                elaborato per me stesso in modo del tutto soddisfacente, al punto tale che sono in
                grado di risolvere ogni problema ad eccezione della determinazione di una costante
                che non si può determinare a priori. Quanto più grande si assume questa costante,
                tanto più ci si avvicina alla geometria euclidea e una grandezza infinitamente
                grande le fa coincidere. I principi di tale geometria appaiono in parte paradossali
                e assurdi all’inesperto. A una riflessione attenta e pacata, tuttavia, si trova che
                non contengono nulla di impossibile.
            


Ma facciamo un passo indietro. Nel
            1818 Gauss accettò di presenziare a un importante rilievo topografico del regno di
            Hannover, incarico all’apparenza noioso e banale, dovendo eseguire moltissimi rilievi e
            triangolazioni da riassumere su una carta geografica, ma dietro questo lavoro Gauss
            aveva intravisto un importante problema, sia pratico che teorico. Newton aveva sostenuto
            che, a causa della rotazione intorno al proprio asse, la terra avrebbe dovuto assumere
            una forma ellissoidale gonfiata all’equatore, ma nessuno aveva potuto verificare
            l’esattezza di questa teoria. Il rilievo su grande scala del regno di Hannover avrebbe
            potuto contribuire a risolvere questo problema. Ma come sarebbe stato possibile capire
            la forma della terra facendo rilevazioni solo sulla sua superficie, senza poterla
            guardare dall’alto? Per rispondere a questa domanda, come spesso avviene nella ricerca
            matematica, Gauss si pose un problema ben più grande e generale: come capire la forma di
            una qualunque superficie liscia, cioè senza punti angolosi o increspature, senza poterla
            guardare dall’alto, facendo solo delle rilevazioni sulla superficie stessa? 
Per fare questo Gauss propone che
            sia introdotta una metrica sulla superficie, cioè che, dato un punto
                A e un suo intorno infinitesimo, sia definito tra il punto
                A e un qualunque altro punto di tale intorno, un tratto di
            linea, chiamato ds, la cui misura determini la loro distanza. In
            questo modo, sommando (tecnicamente «integrando») infiniti segmenti infinitesimi è
            possibile calcolare la lunghezza di un cammino su qualunque linea della superficie, per
            quanto complessa essa sia. Potendo calcolare la lunghezza di un cammino usando solo
            misure e rilevazioni sulla superficie si possono allora cercare
            i cammini più brevi che uniscono due punti, cammini che Gauss chiama «brevissimi» e che
            possono giocare lo stesso ruolo che hanno le rette nella geometria piana. In questo modo
            Gauss può sviluppare una geometria intrinseca sulla superficie senza doverla «guardare
            dall’alto». Già Archimede aveva postulato che la retta fosse la linea di minima distanza
            che unisce due punti e anche Menelao, come abbiamo visto, si serve di tale proprietà per
            fondare una sua geometria sulla superficie della sfera. Da qui in avanti indicheremo con
            caratteri corsivi, come abbiamo fatto nel capitolo II, gli oggetti geometrici che si
            trovano su superfici o spazi con una loro geometria intrinseca, considerando linee rette
            le linee brevissime. 
Gauss, utilizzando le linee
            brevissime, può costruire elementi geometrici come il triangolo –
            che ha come lati le tre linee brevissime che uniscono i vertici a due a due –
            gli angoli, i poligoni e
            le circonferenze, e sviluppare quindi in ogni ambiente
            bidimensionale liscio una specifica geometria. La forma di una superficie sarà così
            descritta non più solo dalle caratteristiche locali dei suoi punti, come in Eulero, ma
            anche dalle caratteristiche dei suoi oggetti geometrici e viceversa. 
Questo è il primo fondamentale
            salto concettuale compiuto da Gauss: da allora in poi la geometria non avrà più limiti.
        

Teoremi egregi ed elegantissimi 



Il secondo fondamentale salto
            concettuale di Gauss riguarda la nozione di curvatura. Egli
            introduce, per studiare una superficie immersa nello spazio
            euclideo, un nuovo approccio geometrico per misurare la curvatura della superficie in un
            punto A e dimostra che questa nuova misura k,
            denominata oggi curvatura gaussiana, coincide con il prodotto delle
            curvature principali introdotte da Eulero: k =
                            km ·
                            kM. Risultato questo di grande utilità anche pratica perché permette di
            calcolare la curvatura gaussiana usando la teoria precedente. In questo modo una
            curvatura gaussiana positiva individua punti ellittici, se è negativa punti iperbolici,
            se è nulla punti parabolici. 
Il segno della curvatura gaussiana
            in un punto A della superficie ci dà dunque informazioni sulla
            forma della superficie in un suo intorno. Ad esempio, nel caso di una sfera di raggio
                r la curvatura gaussiana è ovunque la stessa e vale
                1/r2, mentre per un piano, che ha
            tutti i punti planari, la curvatura gaussiana è ovunque nulla. 
Fino a questo punto siamo in un
            ambito del tutto tradizionale: anche la curvatura gaussiana, come le curvature
            principali di Eulero, è definita usando lo spazio nel quale la superficie è immersa, si
            tratta solo di un punto di vista diverso che, alla fine, si collega alla trattazione
            precedente con la formula k =
                            km
            ·
                        kM. Ma non tutto è come prima: i successivi risultati di Gauss lo
            collocheranno tra i principali fondatori della geometria differenziale (così si chiama
            oggi questo campo di ricerca). Uno di questi risultati stabilisce che la curvatura
            gaussiana in un punto non dipende da come la superficie è disposta nello spazio euclideo
            ma dipende solo da come è stato definito in essa l’elemento di linea
                ds e può quindi essere calcolata facendo solo rilevamenti e
            misure sulla superficie stessa. Questo porta come conseguenza
            che, svolgendo in altro modo la superficie nello spazio, senza tirarla o romperla, la
            curvatura gaussiana in ogni suo punto non cambia. 
Gauss stesso è consapevole della
            grande importanza di questo risultato, tanto da chiamare Theorema egregium
            il teorema nel quale lo dimostra: 
Si superficies curva in quamcumque aliam
                superficiem explicatur, mensura curvaturae in singulis punctis invariata manet. 
Traduzione: Se una superficie curva viene
                distesa [può essere distesa] su una qualunque altra superficie, la misura della
                curvatura [gaussiana] nei singoli punti rimane invariata. 


[image: FIG. 4.15. Esempio di due superfici con la stessa metrica, che possono quindi essere «distese» o sovrapposte l’una sull’altra.]
FIG. 4.15. Esempio di due
                    superfici con la stessa metrica, che possono quindi essere «distese» o
                    sovrapposte l’una sull’altra.


Questo sorprendente teorema cambia
            completamente il quadro concettuale dell’epoca: se due superfici sono localmente
            «isometriche», cioè se il punto A dell’una corrisponde al punto
                A′ dell’altra e le distanze in un intorno del punto
                A sono le stesse delle distanze dei corrispondenti punti
            nell’intorno di A′ allora la curvatura gaussiana in
                A della prima superficie è uguale alla curvatura gaussiana in
                A′ della seconda, anche se le curvature principali delle due
            superfici in A e in A′ fossero
            diverse.
        
Ecco un esempio di quanto
            dimostrato nel teorema: se consideriamo un rettangolo piano e la superficie di un
            cilindro ottenuta identificando i lati opposti del rettangolo, otteniamo due superfici
            con la stessa metrica: le linee di minimo percorso sul rettangolo o sul cilindro sono le
            stesse e quindi le due superfici hanno entrambe curvatura gaussiana nulla anche se
            l’intuizione ci direbbe che il cilindro si «incurva», dato che, in esso, la curvatura
            principale massima di Eulero non è nulla: 
[image: FIG. 4.16. Le due superfici sono localmente isometriche e quindi sovrapponibili.]
FIG. 4.16. Le due superfici
                    sono localmente isometriche e quindi sovrapponibili.


Un triangolo
            sul cilindro corrisponde in tutto a un triangolo piano: le due figure hanno la stessa
            geometria, lo stesso perimetro, la stessa altezza, la stessa area, la stessa somma degli
            angoli ecc. Non potremmo distinguere, facendo solo misurazioni in piccolo su una delle
            due superfici, se siamo su quella del cilindro o su un piano. 
Una conseguenza di questo teorema
            è che se due superfici hanno curvature gaussiane diverse non
            possono essere isometriche, cioè non è possibile distenderle
            l’una sull’altra senza modificare le distanze tra punti corrispondenti. Un esempio
            significativo di ciò è quello del piano e della sfera: sappiamo benissimo che non è
            possibile rappresentare su una carta geografica piana, in scala, una porzione della
            sfera terrestre, anche se piccolissima, senza alterarne le distanze. Questo è dovuto al
            fatto che le due curvature gaussiane sono diverse (zero per il piano, positiva per la
            sfera). 
Il successivo risultato di Gauss è
            il celebre Teorema elegantissimo: 
Sia dato un triangolo ABC
                su una qualsiasi superficie liscia e siano α, β, γ i suoi tre
                    angoli interni, allora l’area del
                triangolo è data dalla relazione 


[image: ]

dove K è la media tra le
                infinite curvature gaussiane nei punti interni al triangolo.
            


Questo teorema, come vedremo, ci
            mette in grado di calcolare la curvatura gaussiana di una superficie in un qualunque
            punto A senza dover calcolare le curvature principali e farne il
            prodotto, ma solo eseguendo misurazioni sulla superficie stessa. Per fare questo basta
            considerare, in un intorno di A, un triangolo i cui lati siano tre
            linee brevissime e calcolare la somma dei tre angoli interni. Se questa somma è maggiore
            di 180° allora la superficie del triangolo ha curvatura positiva, se è minore di 180°
            ha invece curvatura negativa. Se infine questa somma vale 180°
            il triangolo è piano. La formula precedente ci permette anche, conoscendo l’area del
            triangolo, di dare una valutazione quantitativa della curvatura media
                K della superficie del triangolo. 
Un esempio di quanto detto si
            trova nel seguente problema: «Siano dati, su un ellissoide, i punti
                A e B e la possibilità di eseguire
            misurazioni locali. Si vuol sapere in quale punto la superficie ha curvatura gaussiana
            maggiore». Per trovare la risposta dobbiamo considerare un triangolo
                T in un intorno del punto A, e un ulteriore
                triangolo T′, della stessa area, in un intorno del punto
                B (vedi fig. 4.17). 
Misurando gli
                angoli dei due triangoli, se accade che la
            somma di quelli del triangolo T è minore della somma di quelli del
            triangolo T′, cioè se α + β +
                        γ < α′ + β′ +
                        γ ′, allora, essendo le due aree uguali, la curvatura gaussiana della
            superficie è minore in A rispetto a B.
            
        
[image: FIG. 4.17. I due triangoli hanno la stessa area quindi ]
FIG. 4.17. I due triangoli
                    hanno la stessa area quindi 
[image: FIG. 4.17. I due triangoli hanno la stessa area quindi ]


Queste considerazioni ci possono
            portare a intuire che le anomalie che può presentare un quadrilatero birettangolo, come
            quello di Saccheri (ricordate la sensazione di assurdo?), che può essere disegnato su
            una qualsiasi superficie prendendo come lati linee brevissime, dipendono dalla curvatura
            della superficie sulla quale il quadrilatero è tracciato. Queste anomalie, come abbiamo
            appena visto, si riflettono sulla somma degli angoli interni di un triangolo:
            nell’ipotesi dell’angolo acuto tale somma è minore di due angoli retti, nell’ipotesi
            dell’angolo retto è uguale, mentre nell’ipotesi dell’angolo ottuso è maggiore (vedi cap.
            III). Ecco come il quadrilatero birettangolo appare su superfici con diverse curvature. 
[image: FIG. 4.18. In figura (a), un iperboloide a una falda (k < 0), ogni punto interno al quadrilatero ABCD ha curvatura gaussiana negativa e, di conseguenza AD > AB. Analogamente nelle altre due situazioni.]
FIG. 4.18. In figura (a), un
                    iperboloide a una falda (k < 0), ogni punto interno al
                        quadrilatero ABCD ha curvatura gaussiana negativa e, di
                    conseguenza AD > AB. Analogamente
                    nelle altre due situazioni.


In conclusione, Gauss ha fornito
            dei nuovi metodi per studiare la forma di una superficie attraverso calcoli geometrici
            realizzabili localmente su di essa, senza doverla «guardare dall’alto», senza cioè
            utilizzare la terza dimensione nella quale essa è immersa. Lo
            studio della geometria intrinseca di una superficie, iniziato da Gauss per risolvere
            problemi di geodesia, aprirà un nuovo e vasto campo di ricerche, tutt’altro che
            concluso, e permetterà di capire fino in fondo, lo vedremo nel prossimo capitolo, la
            reale portata delle geometrie non euclidee. 


V

La geometria assolutamente vera



Il matematico, viaggiando sulla sua corrente di simboli, trafficando
            apparentemente con verità puramente formali, può facilmente giungere a risultati di
            somma importanza per la comprensione dell’universo fisico. 
K. Pearson 


János Bolyai: dal nulla un altro mondo 



János Bolyai nacque il 15 dicembre
            del 1802 a Kolozsvár, allora in Ungheria (l’attuale Cluj-Napoca in Romania). Ragazzo
            dall’intelligenza vivace, ottimo violinista e matematico precoce, resta orfano di madre,
            affetta da grave malattia mentale, a soli 19 anni e avrà col padre Farkas, anche lui
            valente matematico, un rapporto spesso conflittuale. 
Farkas Bolyai (1775-1856) insegnante
            di matematica e fisica presso il Collegio di Târgu Mures in Transilvania, era amico di
            gioventù di Frederich Gauss, aveva studiato insieme a lui e in quegli anni giovanili
            avevano certamente discusso tra loro del problema delle parallele. La semplicità della
            sua enunciazione (dimostrare a partire dai primi 4 postulati euclidei il postulato sulle
            parallele) e dei mezzi con i quali trovare la dimostrazione: mezzi elementari come
            quelli usati da Euclide nei suoi Elementi, che non tiravano in
            ballo la nuova matematica degli infinitesimi e infine il sospetto che lo stesso Euclide
            avesse cercato senza trovarla la dimostrazione mancante, avevano sicuramente stregato la
            mente del brillante insegnante di matematica che con gli
                Elementi di Euclide aveva una grande dimestichezza. Occorreva
            solo un’idea, un’idea che nessuno aveva mai avuto, un’idea geniale! Farkas malgrado il
            suo enorme impegno, al limite dell’ossessione, non riuscì ad avere l’idea giusta e cercò
            di difendere da questa ossessione suo figlio János. Così scriveva al figlio diciottenne
            nel 1820: 
Non devi affrontare le parallele per questa via
                conosco questa via fino al suo termine, anch’io ho misurato questa notte senza
                fondo; ogni luce, ogni gioia della mia vita vi si sono spente. Per l’amor di Dio, ti
                prego, lascia in pace la dottrina delle parallele! Devi starne alla larga, come da
                una cattiva compagnia; essa ti può togliere ogni tranquillità, la salute, la quiete
                e ogni gioia di vivere. Questa tenebra senza fondo […] non verrà mai chiarita […];
                essa è una profonda, eterna ferita nella mia anima. Impara dal mio esempio; [… le
                parallele] si sono portate via il fiore della mia vita e del mio tempo. Qui si
                nasconde anzi la radice di tutti i miei errori a venire […] È un’autentica malattia,
                una specie di follia, un’idea tirannica. È come la quadratura del cerchio, la
                ricerca della pietra filosofale, la fabbricazione dell’oro, la caccia ai tesori.
            


Questa lettera, e le successive
            sullo stesso tono, non sortirono l’effetto sperato. Il giovane János Bolyai, modificando
            radicalmente il punto di vista di tutti i suoi predecessori, sciolse il secolare nodo:
            nel giro di pochi anni elaborò un nuovo sistema geometrico, da lui denotato con
                S, privo del postulato delle
            parallele. Così Bolyai comincia la sua geometria: 
Denotiamo con Σ il sistema di geometria basato
                sull’﻿ipotesi che il postulato euclideo delle parallele sia vero
                e denotiamo con S il sistema basato
                sull’ipotesi opposta. Tutti i teoremi che noi stabiliremo senza specificare il
                sistema Σ o S nel quale il teorema è valido saranno
                considerati come assoluti, cioè validi sia che si assuma Σ sia che si
                assuma S. 


Nel nuovo sistema
                S potevano esistere, nello stesso piano, più rette parallele a
            una retta data passanti per un punto esterno. A partire da questo assunto e dai primi 4
            postulati euclidei, János Bolyai costruisce, con grande maestria matematica, il suo
            nuovo mondo geometrico S che, a suo modo di vedere, ben lungi da
            essere contradditorio, delinea per la prima volta una geometria assoluta nella quale i
            risultati di Saccheri e Lambert relativi all’ipotesi dell’angolo acuto trovano una loro
            rigorosa e coerente sistemazione. In particolare nel sistema S la
            somma degli angoli interni di ogni triangolo è minore di 180°. Non solo, tale mondo,
            inaspettatamente, è legato a una costante k positiva, nel senso che
            per ogni valore della costante k esiste un particolare sistema
                S caratterizzato da tale costante. Tanto più la costante
                k diventa grande, tanto più il sistema S
            si avvicina al sistema euclideo Σ, tanto più la
            somma degli angoli interni di un triangolo si avvicina a 180° e, al limite, quando la
            costante diventa infinita, il sistema S si identifica con Σ. La costante
                k, come già aveva visto Lambert, gioca qui lo stesso ruolo che
            svolge il raggio r di una sfera: tanto più il raggio cresce tanto più la somma degli
            angoli interni di un triangolo sferico si avvicina a 180°. 
In definitiva, prescindendo dal
            postulato delle parallele, Bolyai aveva costruito infiniti nuovi ambienti, uno per ogni
            valore della costante k, per ognuno dei
            quali valeva l’ipotesi dell’angolo acuto di Saccheri, e che al
            limite, per un valore infinito della costante, restituiva l’ambiente euclideo. C’era di
            che esserne orgogliosi! 
In pochi anni il giovane János
            Bolyai riusciva a sistemare i dettagli matematici per sviluppare le dimostrazioni
            necessarie, portando a compimento il suo progetto tanto che il 3 novembre del 1823
            poteva annunciare al padre: «Ora non ho altro da dire se non questo che dal nulla ho
            creato un altro mondo». 
Due anni dopo, nel 1825, poteva
            consegnare e discutere col padre una prima versione completa del suo lavoro. Alla fine,
            nel 1831, riuscì a completare una stesura definiva, scritta in latino, che fu subito
            stampata in poche copie per essere alla fine aggiunta come appendice a un imponente
            lavoro del padre col titolo Appendix scientiam spatii absolute vera
                exhibens. In questo modo, la Scienza dello spazio assolutamente
                vera, e indipendente dalla verità o dalla falsità dell’assioma XI di Euclide
                (giammai da potersi decidere a priori) come avrà a titolarla G.
            Battaglini nella sua edizione in italiano del 1868, entrò definitivamente nella storia
            della matematica. Riportiamo queste date proprio perché, come vedremo più avanti, negli
            stessi anni, nel lontano e sperduto Tatarstan, un altro geniale matematico, Nicolaj
            Lobačevskij, sicuramente all’oscuro di quanto passava nei pensieri di János Bolyai,
            andava elaborando, e con gli stessi strumenti, la medesima teoria. 
János non riuscirà a frequentare
            l’università per ristrettezze economiche e finirà per sposare la carriera militare
            raggiungendo il grado di capitano. Di carattere impulsivo e molto difficile, aveva la
            fama di essere un eccezionale spadaccino tanto che, si
            racconta, accettò di sfidare a duello ben 13 ufficiali di
            cavalleria, uno di fila all’altro, purché gli fosse concesso di suonare il violino tra
            un duello e l’altro. Inutile dire che uscì vincitore di tutte le sfide. 
Nel 1831, come abbiamo visto, il
            suo lavoro sulla geometria «assolutamente vera» dello spazio era concluso e nel fervore
            della consapevolezza di aver realizzato una rivoluzione senza precedenti, il padre inviò
            una copia del lavoro del figlio al suo amico di gioventù Gauss per averne un autorevole
            giudizio. Gauss rispose a Farkas, anche a causa di alcuni disguidi postali, solo il 6
            marzo del 1832: 
Ora ho qualcosa sul lavoro di Tuo figlio. Se
                cominciassi col dire che non mi è possibile lodarlo, sulle prime resteresti
                senz’altro interdetto; ma non posso fare diversamente. Lodarlo significherebbe
                lodare me stesso: infatti l’intero contenuto dello scritto, la via intrapresa da tuo
                figlio e i risultati ai quali ha condotto, coincidono quasi del tutto con le mie
                meditazioni che, almeno in parte, risalgono a 30-35 anni fa. In effetti ne sono
                estremamente sorpreso. 


La risposta di Gauss ebbe un
            effetto devastante sul giovane János, che arrivò ad accusarlo di plagio e a litigare
            irrimediabilmente col padre, condannandosi così a un progressivo isolamento. D’altra
            parte vari anni prima, l’8 novembre del 1824 Gauss scriveva a Franz Adolph Taurinus
            (1794-1874): 
L’assunzione che la somma dei tre angoli [del
                triangolo] sia minore di 180°, conduce a una geometria specifica del tutto diversa
                dalla nostra (euclidea), e che in sé stessa è del tutto conseguente e che io ho
                elaborato per me stesso in modo del tutto soddisfacente, al punto
                tale che sono in grado di risolvere ogni problema ad
                eccezione della determinazione di una costante che non si può determinare a priori.
                Quanto più grande si assume questa costante, tanto più ci si avvicina alla geometria
                euclidea e una grandezza infinitamente grande le fa coincidere. I principi di tale
                geometria appaiono in parte paradossali e assurdi all’inesperto. A una riflessione
                attenta e pacata, tuttavia, si trova che non contengono nulla di impossibile.
            


Lo stesso Taurinus, importante
            giurista, ma matematico dilettante aveva pubblicato nel 1825, a sue spese, un saggio che
            aveva titolato Geometria logaritmo-sferica, nel quale aveva
            trovato, negando il postulato euclideo, sull’esempio di Lambert, delle formule di
            trigonometria e la lunghezza di una circonferenza. 
Malgrado la risposta di Gauss a
            Farkas fosse stata interpretata da János in modo totalmente negativo, Gauss aveva, al
            contrario, un’ottima opinione dell’Appendix, tanto che, lo
            ricordiamo, il 14 febbraio del 1832, subito dopo aver letto il lavoro, scrisse al suo
            allievo Christian Ludwig Gerling: 
In questi giorni ho ricevuto dall’Ungheria un
                piccolo scritto sulla geometria non euclidea in cui ritrovo tutte le mie idee e i
                miei risultati, svolti con grande eleganza, benché in una forma un po’ difficile da
                seguire, per chi non fosse addentro a queste cose, a causa della sua concisione.
                L’autore è un giovanissimo ufficiale austriaco, figlio di un mio amico di gioventù,
                col quale nel 1798 mi ero intrattenuto spesso sulla questione, benché allora le mie
                idee fossero ben lungi dall’avere la compiutezza e la maturità che esse hanno
                raggiunto grazie alla riflessione di questo giovane. Considero questo giovane
                geometra von Bolyai un genio di prima grandezza.
            


Forse, se il giovane János avesse
            letto questo apprezzamento, le sue vicende personali si sarebbero sviluppate
            diversamente. Lasciò definitivamente nel 1833 la carriera militare isolandosi sempre di
            più. Infine, il litigio col padre e la lettura della traduzione tedesca del 1848 del
            lavoro di Lobačevskij che riportava gli stessi suoi risultati, diede al fragile
            carattere di János un colpo decisivo. Visse gli ultimi anni in totale solitudine
            occupandosi, tra le altre cose, del progetto di una «Medicina universale» che avrebbe
            potuto migliorare le condizioni di vita dell’intera umanità. Morì il 27 gennaio del 1860
            in miseria, dimenticato da tutti e lasciò circa 20.000 pagine manoscritte sugli
            argomenti più disparati tra cui il progetto di una lingua universale comune a tutte le
            nazioni. 
Vedremo meglio nel prossimo
            paragrafo alcune caratteristiche della teoria dello spazio «assolutamente vero»
            raccontando le vicende di Nicolaj Lobačevskij, ora vogliamo solo sottolineare come
            l’opera matematica di János Bolyai, a differenza di quella del suo coetaneo russo,
            rifletta il carattere provocatorio e di continua sfida del suo autore. Mentre
            Lobačevskij utilizza la nuova geometria per calcolare degli integrali che prima non si
            sapevano trattare, Bolyai descrive nel suo nuovo mondo S un quadrato il cui lato è commensurabile con la diagonale,
            come volesse negare l’intera teoria antica della commensurabilità. Non pago di questo fa
            vedere come costruire con riga e compasso un quadrato equivalente a un cerchio,
            contraddicendo una antica e solida verità: l’impossibilità di quadrare il cerchio.
            Bolyai conclude con queste parole la sua breve opera: 
        
Non resta altro infine (per rendere completa la
                trattazione) che dimostrare l’impossibilità (a dispetto di ogni supposizione) di
                decidere a priori se è valido Σ o qualche (e quale)
                    S. Rimandiamo però la cosa a un’occasione migliore.
            


In realtà non sarà necessario
            attendere molto tempo per chiarire la questione che agli occhi di Bolyai restava
            insoluta: dimostrare con la logica, e quindi a priori, la validità di uno o dell’altro
            sistema. Già Gauss, forte delle sue Disquisitiones, che abbiamo
            brevemente raccontato nel capitolo precedente, aveva ben chiaro come la scelta del
            postulato non euclideo, cioè l’assunzione della non unicità della parallela, con i suoi
            apparenti paradossi, era perfettamente coerente e possibile in un ambiente curvo.
            Saranno di lì a poco, come vedremo nel prossimo capitolo, il matematico italiano Eugenio
            Beltrami e poi Felix Klein e Henri Poincaré a chiarire fino in fondo la questione, a
            determinare la natura e anche il valore della curvatura che il postulato non euclideo
            produce, fornendo esempi espliciti che ci permetteranno di realizzare delle immagini
            nuove, fino anche a vedere dall’alto con un solo sguardo lo «spazio iperbolico» – così
            sarà chiamato il sistema S di
            Bolyai e Lobačevskij. I due sistemi dunque, anche se contraddittori l’uno con l’altro,
            sono entrambi possibili. 

Lobačevskij e la «Pangeometria» 



Di carattere completamente diverso
            da quello di János Bolyai, con una storia di vita ben inserita nella ricca borghesia
            russa, Nicolaj Ivanovič Lobačevskij nasce a Niznij Novgorod, la citta di Gor’kij, nella
            Russia europea nel 1792, ma a soli 5 anni verrà affidato dalla
            madre agli educatori scolastici nel collegio di Kazan, città a ridosso degli Urali,
            lontana dai più importanti centri culturali di Mosca e San Pietroburgo, dove Lobačevskij
            passerà tutta la vita, in un pressoché totale isolamento dai matematici occidentali del
            suo tempo. Come studente del ginnasio si distinse per un ottimo profitto in tutte la
            materie ma specialmente in matematica fisica, rispettoso delle regole ma anche con le
            curiosità di un giovane della sua età; solo una volta, a 16 anni, fu rinchiuso in cella
            di rigore per aver costruito un razzo, rischiando in quel modo di dar fuoco al collegio.
            La sua permanenza prima nel ginnasio e poi nell’università si sviluppò nel modo più
            ordinato e sereno possibile: a 19 anni è nominato «maestro» in scienze
            fisico-matematiche, titolo che gli permetteva di esercitare una sorta di assistentato
            nell’università iniziando così la sua carriera didattico scientifica. A 22 anni è
            professore aggiunto e due anni dopo professore ordinario infine nel 1827, cioè a 35
            anni, è eletto rettore dell’università di Kazan, carica che mantenne fino al 1846. In
            questo ventennio Lobačevskij svolse una intensa attività amministrativa organizzando
            laboratori scientifici, sistemando la biblioteca, l’osservatorio astronomico e
            partecipando, anche in qualità di presidente, al Comitato edilizio cittadino promuovendo
            la ricostruzione di diversi edifici andati distrutti durante l’incendio a Kazan del
            1842. 
Nel 1832 sposò Varvara Alekseevna
            Moiseeva, molto più giovane di lui, figlia di un ricco proprietario terriero, donna
            aperta e intelligente, organizzatrice di ricevimenti culturali nello stile della ricca
            borghesia cittadina. Padre sfortunato di 7 figli, 3 femmine e 4
            maschi: una figlia muore nascendo, il figlio prediletto muore di tubercolosi a 19 anni,
            l’ultimo figlio nasce malato. Viene allontanato dall’università a 54 anni per raggiunti
            limiti d’età, la sua salute deteriora sempre più, perde progressivamente la vista e la
            sua ultima opera Pangeometria, dettata a una collega, viene
            pubblicata nel 1855 negli appunti scientifici dell’università e successivamente tradotta
            in francese. Muore il 12 febbraio 1856. 
Oltre a questa intensa attività
            sociale e organizzativa, Lobačevskij fu uno dei maggiori innovatori nella storia della
            matematica, rivoluzionando, come il suo coetaneo Bolyai, la concezione tradizionale
            dello spazio geometrico e proponendo un nuovo approccio comprensivo di ogni possibile
            geometria, una pangeometria, cioè, come avrà a dichiarare l’autore «una teoria
            geometrica generale che comprende la geometria ordinaria come caso particolare». Come
            dice R. Betti nel suo libro Lobačevskij. L’invenzione delle geometrie non
                euclidee, da cui abbiamo preso parte delle notizie biografiche che
            abbiamo riportato, in Lobačevskij dobbiamo vedere una doppia attitudine: 
diviso tra un mondo ufficiale di regole e il
                mondo della libertà del pensiero […] da un lato il Lobačevskij funzionario
                scrupoloso e attento ai valori correnti del suo tempo, dall’altro lato il
                ricercatore teso all’innovazione, che non ferma le proprie concezioni davanti alle
                convenzioni e allo stile dominante. 


Per una strana, ma non unica, volta
            una serie di uguali scoperte matematiche avvengono contemporaneamente in luoghi diversi
            e in modi del tutto indipendenti. 
        
Il 3 novembre del 1823 Bolyai
            dichiara di aver «creato dal nulla un nuovo mondo», due anni dopo discute col padre i
            suoi risultati e nel 1831 pubblica una versione definitiva in latino della sua
                scienza assolutamente vera dello spazio. 
L’11 febbraio del 1826 Lobačevskij
            tiene, presso la sezione fisico-matematica dell’università di Kazan, una conferenza
            nella quale viene esposto pubblicamente, per la prima volta, un sistema geometrico non
            euclideo. La conferenza si intitola Exposition succincte des principes de la
                géométrie avec une démonstration rigoureuse du Théorème des parallèles,
            propedeutica alla pubblicazione del relativo lavoro. La commissione incaricata di
            giudicare il contenuto e deciderne la pubblicazione o meno sulla rivista dell’università
            («Kazanskij Vestnik» ovvero «Il Messaggero di Kazan») non si pronuncia e il lavoro viene
            perduto. Esso riappare nella prima parte del volume Sui principi della
                geometria pubblicato nel 1829 su «Il Messaggero di Kazan». È questa
            dunque la data nella quale compare, per la prima volta, una pubblicazione dove si
            costruisce, in modo sistematico, matematicamente rigoroso e completo, un nuovo ambiente
            tridimensionale non euclideo. 
Nel 1827 Gauss pubblica le sue
                Disquisitiones generales circa superficies curvas nelle quali
            espone le basi matematiche necessarie alla sistematizzazione delle geometrie non
            euclidee, termine da lui coniato nel 1824. Nel 1832, come abbiamo visto, Gauss riceve
            l’opera in latino di Bolyai e, pur dichiarandosi colpito dal lavoro, dichiara di aver
            già elaborato quelle idee per proprio conto. Nel 1840 Gauss potrà leggere una traduzione
            tedesca dell’opera di Lobačevskij che lo colpirà fortemente, tanto da nominare
            Lobačevskij, nel 1842, socio della prestigiosa Società delle
            Scienze di Gottinga. Il matematico russo continua a sviluppare le sue nuove idee
            geometriche, che troveranno compimento nei Nuovi principi della geometria con
                una teoria completa delle parallele pubblicati su «Il Messaggero di
            Kazan» negli anni 1835 e 1838. La sua ultima opera, Pangeometria,
            pubblicata a Kazan nel 1855, è una versione succinta dei Nuovi
                principi tradotta in tedesco e francese, per far conoscere al mondo
            matematico che conta, le sue rivoluzionarie idee, poco capite e spesso derise dai suoi
            colleghi di Kazan. 
Nel 1855 muore Gauss, l’anno dopo
            Lobačevskij e nel 1860 Bolyai, senza che la geometria non euclidea potesse essere
            sdoganata negli ambienti della matematica ufficiale, perché vista con sospetto, derisa e
            avversata come probabilmente contradditoria, inutile e priva di fondamenti. Sarà solo
            quando le lettere di Gauss saranno rese pubbliche che la sua grande autorità comincerà a
            pesare sulle opinioni preconcette e superficiali di un conservatorismo intellettuale
            strillone che Gauss aveva definito «beota». 
Nella sua opera, i Nuovi
                principi della geometria, i primi 6 capitoli sono una magistrale
            esposizione dei teoremi fondamentali della geometria assoluta, cioè di quei teoremi
            della geometria piana e solida indipendenti dal postulato euclideo delle parallele. In
            questa opera emerge, più che in tutte le altre, il legame tra la costruzione matematica
            e la visione filosofica della scienza nel pensiero dell’autore e viene messo in chiara
            luce che la rivoluzione non euclidea di Lobačevskij non nasce solo dalla volontà di
            portare avanti una sconcertante ipotesi matematica – come accade a Bolyai – ma anche da
            un ribaltamento filosofico del modo di vedere la geometria, che non
            è più una pura e inattaccabile costruzione logica che descrive
            un infinito spazio «a priori», kantiano, tramite definizioni «oggettive» di punto,
            linea, superficie, ma, al contrario, è fondata e creata a somiglianza della realtà
            esistente da oggetti particolari, determinati dallo studio fisico, sperimentale, dello
            spazio e dei fenomeni risultanti dalle ricerche scientifiche. 
Per Lobačevskij perciò i concetti
            primitivi non sono gli ideali «punto», «linea», «piano», ma quelli concreti di «corpo»,
            di «contatto tra corpi», di «distanza», di «movimento rigido». Così egli scrive: «nella
            natura non vi sono né rette né curve, né piani né superfici curve: in essa troviamo
            soltanto i corpi, di modo che tutto il resto, creato dalla nostra immaginazione,
            sussiste nella sola teoria». Per corpo egli intende quasi sempre qualunque solido che si
            possa ridurre a una sfera senza ricorrere a lacerazioni, usando cioè, in termini
            moderni, un omeomorfismo. 
Il concetto di «contatto» equivale
            alla possibilità di dividere un corpo in parti, in sezioni di vario tipo e di comporre
            nuovamente tali parti. I vari tipi di contatto definiscono le superfici, le linee, i
            punti (questi ultimi di dimensione nulla come quelli euclidei). Anche le linee e le
            superfici vengono così definite, in un primo momento da un punto di vista topologico.
            Successivamente Lobačevskij introduce la definizione della sfera, della superficie
            sferica, del piano, della circonferenza e della linea retta. Questo ordine inverso
            rispetto a quello usuale non è casuale, ma risponde al nuovo criterio adottato da
            Lobačevskij nello stabilire i principi. Partendo dal concetto di distanza di due punti
            come invariante del movimento può introdurre subito la definizione della
            superficie sferica come luogo dei punti dello spazio
            equidistanti da un punto dato, e quella di circonferenza. Da qui in poi seguirà la
            definizione di piano e di retta. Ecco come Lobačevskij riassume questo percorso
            all’inizio della Pangeometria: 
Al posto di iniziare la geometria con piani e
                rette, come si fa di solito, io ho preferito cominciarla con la sfera e le
                circonferenze le cui definizioni non sono suscettibili di essere incomplete perché
                contengono la costruzione delle grandezze che esse definiscono. In seguito ho
                definito il piano come il luogo geometrico delle intersezioni di sfere uguali
                descritte attorno a due punti fissi come centri. Infine ho definito la linea retta
                come il luogo geometrico delle intersezioni di circonferenze uguali situate nello
                stesso piano e descritte attorno a due punti fissi, come centri, di questo piano
                (vedi fig. 5.1). Accettate queste definizioni di piani e linee rette, tutta la
                teoria di piani e rette perpendicolari può essere esposta e dimostrata brevemente e
                con molta semplicità. 
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Come si vede l’intento di
            Lobačevskij è quello di costruire fin dall’inizio un nuovo sistema geometrico partendo
            da una diversa definizione di piano e di retta e dimostrando senza servirsi di
            «supposizioni ausiliarie» cioè del V postulato o di altre
            supposizioni ad esso equivalenti, tutto quello che è possibile
            ricavare dai soli primi evidenti 4 postulati euclidei, sviluppando una diversa teoria
            del parallelismo che conglobi anche quella euclidea. Questo progetto è riassunto nella
            sua Pangeometria e sviluppato compiutamente nei Nuovi
                principi, dove prima di sviluppare la nuova teoria delle parallele
            vengono dimostrati ben 92 teoremi tra i quali il fatto più volte utilizzato che se due
            rette hanno una perpendicolare comune allora le due rette non possono intersecarsi,
            conseguenza questa del teorema dell’angolo esterno che abbiamo ampiamente discusso nei
            capitoli I e II. 
In seguito e indipendentemente da
            Menelao, Lobačevskij sviluppa la teoria dei triangoli sferici, alcuni teoremi di
            Saccheri sulla somma degli angoli di un triangolo e in particolare quello che asserisce
            che se esiste un triangolo la cui somma degli angoli interni vale 180° allora questo
            succede per ogni altro triangolo; così come se per un triangolo la somma degli angoli
            interni è inferiore a 180° questo avviene per ogni triangolo e, in questo caso, due
            triangoli sono congruenti se e solo se hanno gli stessi angoli. 

La nuova geometria di Bolyai-Lobačevskij 



In questo paragrafo vogliamo
            delineare nelle sue linee essenziali la nuova teoria delle parallele di
            Bolyai-Lobačevskij evidenziandone alcune conseguenze interessanti. 
Data in un piano una retta
                H′AH infinitamente estesa nelle due
            direzioni e un punto P ad essa esterno prendiamo in considerazione
            l’insieme di tutte le rette infinitamente estese di quel piano che
            passano per il punto P: tra queste vi sono
            certamente delle rette che intersecano la retta data, come ad esempio la perpendicolare
                PA, e rette che non la intersecano come la retta
                EE′ perpendicolare a PA. Euclide postula,
            in sostanza, che questa sia la sola retta per P che non interseca
                H′AH ed è quella che lui chiama parallela.
            Secondo Bolyai e Lobačevskij questa ipotesi è arbitraria e loro propongono una nuova
            definizione. 
Immaginiamo di ruotare in senso
            antiorario la retta PA; all’inizio della rotazione questa retta
            intersecherà la retta data in punti S che si allontanano sempre di
            più verso H fino ad arrivare a una prima posizione, quella (fig.
            5.2) assunta dalla retta KK′ nella quale non vi è più intersezione.
            È questa la retta che viene chiamata parallela a
                H′AH nel verso AH.
            Tale retta sarà quella che separa per continuità le rette secanti da quelle non secanti.
            L’assunto euclideo consiste nel considerare questa prima retta non secante la retta
                EE′ perpendicolare ad AP ed è questa
            ipotesi che in questo contesto appare arbitraria. La posizione di Bolyai e Lobačevskij è
            agnostica: sicuramente esiste una prima non secante, ma nulla assicura che sia quella
            ottenuta dopo una rotazione di 90°. 
        
[image: FIG. 5.2. Le rette per P nella zona bianca sono secanti, quelle nella zona grigia non secanti. Le rette che separano le due zone sono le parallele a H′AH.]
FIG. 5.2. Le rette per
                        P nella zona bianca sono secanti, quelle nella zona
                    grigia non secanti. Le rette che separano le due zone sono le
                        parallele a
                        H′AH.


Se continuiamo la rotazione
            troveremo infinite altre posizioni non secanti che, nella figura, si trovano nella zona
            grigia, fino a quando arriveremo a una ulteriore posizione limite, quella assunta dalla
            retta JJ′, oltre la quale la retta che ruota incontrerà nuovamente
            la H′AH in punti S′ che
            via via si avvicinano da sinistra ad A. Anche questa retta
                JJ′ è detta parallela a
                H′AH nel verso AH′. 
Con queste parole Lobačevskij
            esprime questa idea all’inizio della sua Pangeometria: 
Data una retta e un punto in un piano, io chiamo
                parallela alla retta data passante per il punto dato la retta limite tra le rette
                tracciate nello stesso piano e passanti per lo stesso punto che, prolungate da un
                lato della perpendicolare abbassata da quel punto alla retta data, la incontrino e
                quelle che non la incontrino. 


È evidente che le stesse posizioni
            limite si ottengono se ruotiamo la retta PA in senso orario e che
                JJ′ è la simmetrica di KK′ rispetto alla
            perpendicolare PA. Detto in altri termini, data una retta
                H′AH e un punto esterno
                P abbiamo due parallele che passano per
                P, una per ognuno dei due versi nei quali possiamo percorrere
            la retta data: la parallela KK′ nel verso di
                AH che si ottiene come limite della secante
                PS quando S tende all’infinito in quel
            verso, e simmetricamente la parallela JJ′ quando si fa il limite
            della secante PS′ nel verso opposto. La differenza sostanziale col
            caso euclideo è l’esistenza di due parallele, che nel caso euclideo coincidono con la
            perpendicolare EE′. In più due parallele si avvicinano
            asintoticamente alla retta H′AH, una nella
            direzione di H e l’altra nella direzione di H′
            senza mai arrivare a toccarla perché, per definizione, sono non
            secanti: rette che si avvicinano senza soluzione di continuità senza potersi incontrare! 
Assumendo questa nuova definizione
            di parallelismo, per verificare se due date rette di un piano sono parallele non basterà
            sincerarsi che non si intersecano poiché questa condizione pur necessaria, non è più,
            come nel caso euclideo, sufficiente. Per verificare se le rette AH
            e BK sono parallele in un dato verso (diciamo da
                A ad H ) si dovrà fissare un punto
                P sulla retta BK un punto
                T sulla retta AH e verificare che,
            tendendo fisso P e facendo tendere T verso
            l’infinito nel verso AH, la retta limite PT si
            sovrappone alla retta BK. 
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Sia Bolyai che Lobačevskij si
            sincerano fin dall’inizio che le cose funzionino bene: intanto dimostrano che, se il
            limite della retta PT per T che tende
            all’infinito nel verso AH è la retta BK allora
            questo è vero per qualunque altro punto P′ che si possa scegliere
            sulla retta BK. Dimostrano così che la condizione
                «BK è parallela a AH nel verso
                AH» non dipende dalla scelta di un particolare punto
                P sulla retta BK ma dipende solo dalle due
            rette BK e AH. Inoltre con analoghi
            ragionamenti entrambi dimostrano che, se è vero che il limite della retta
                PT per T che tende all’infinito nel verso
                AH è la retta BK, allora anche il
            limite della retta TP quando
                T è tenuto fisso e P va all’infinito nel
            verso BK è la retta AH. Questo significa che
            se la retta BK è parallela alla retta AH nella
            direzione AH, anche la retta AH è parallela
            alla retta BK nella direzione BK. Insomma
            questa nuova definizione di parallelismo in un dato verso è simmetrica. Un ulteriore
            semplice ragionamento mostra che questa relazione è anche transitiva. 
Appurata la bontà di questa nuova
            definizione di parallelismo, Lobačevskij precisa i limiti della «zona grigia»
            introducendo il concetto di angolo di parallelismo. Partiamo come
            prima da una retta AH e un punto P esterno
            alla retta, si consideri la perpendicolare PA alla retta data e la
            sua parallela PK nel verso AH. Indichiamo con
                x la lunghezza del segmento PA: 
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L’angolo in P
            tra la perpendicolare PA e la parallela PK nel
            verso AH, si chiama angolo di parallelismo e viene indicato da
            Lobačevskij con il simbolo Π(x). 
Nel sistema geometrico Σ – così chiamato,
            come abbiamo visto, da Bolyai per indicare la geometria euclidea – questo angolo vale
            90° e non dipende dal segmento PA perché la parallela per
                P ad AH è quella che forma un angolo retto
            con la perpendicolare PA, mentre nel sistema geometrico
                S – così chiamato, come abbiamo visto, da Bolyai per indicare
            la geometria che nega il postulato euclideo – questo angolo
                dipende dalla lunghezza del segmento PA,
            descritta dalla variabile x – e proprio per questo è rappresentato
            con il simbolo di funzione Π(x) – ed è
                acuto per qualsiasi valore di x. 
L’essere acuto è una proprietà che
            caratterizza il sistema S: nel sistema S due
            rette perpendicolari a una stessa retta come le rette AH e
                PE della figura 5.4, sono certamente non secanti ma non possono
            essere parallele. Saranno nello stesso modo non secanti e non parallele tutte le
            infinite rette che formano con PA un angolo maggiore di Π(x) e minore di 90°. 
L’andamento della funzione
                Π(x) è stato analizzato qualitativamente da
            Lobačevskij nel paragrafo 102 dei Nuovi principi in cui si dimostra
            che Π(x) decresce costantemente al crescere della
            lunghezza x del segmento PA. 
Data l’importanza di questa
            proposizione vediamo testualmente l’enunciato e diamo un’idea della dimostrazione. 
Nell’ipotesi che la somma di tutti gli angoli di
                un triangolo sia minore di 180° l’﻿angolo Π(x)
                diminuisce costantemente all’aumentare di x cominciando con il
                valore Π(x) = 90° per x = 0 e,
                tendendo al limite, Π(x) = 0 per x = ∞. 


La dimostrazione si basa sul fatto
            che la relazione di parallelismo è una relazione di equivalenza e che due rette tagliate
            da una trasversale in modo che gli angoli interni abbiano come somma 180° non possono
            incontrarsi. Facciamo vedere solo che la funzione Π(x) è
            decrescente cioè che man mano che la distanza x di
                P da A cresce, l’angolo di parallelismo
            diminuisce. 
        
[image: FIG. 5.5. Π(x) = APK = AQI. Π(y) = AQJ.]
FIG. 5.5.
                    Π(x) = APK =
                        AQI. Π(y) =
                        AQJ.


Siano AH,
                PK e QJ tre rette parallele nel verso
                AH e sia PA =
                        x e QA = y >
                        x. Si deve dimostrare che l’angolo di parallelismo Π(y) =
                        AQJ è minore dell’angolo Π(x) =
                    APK (vedi fig. 5.5). Supponiamo per assurdo che Π(x)
                        < Π(y). Se così fosse tracciamo la retta QI in modo che
            l’angolo AQI sia uguale a Π(x); poiché quest’angolo è
            minore di AQJ = Π(y) tale retta sarà interna alla regione PQJ. Essendo
                PK e QJ parallele a
                AH, risulterà anche QJ parallela a
                PK e quindi, essendo la QI interna alla
            regione PQJ dovrà intersecare la retta PK. Ma
            questo è assurdo dato che QI e PK formano con
            la trasversale QA angoli interni PQI e
                QPK, la cui somma è 180° per
            costruzione. 
Un fatto veramente notevole, che
            qui rinunciamo a spiegare, è che Lobačevskij riesce a calcolare esplicitamente, con
            metodi sintetici, la funzione Π(x). Il
            risultato che ottiene viene chiamato «l’equazione fondamentale della geometria
            iperbolica»: 
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che, invertendo la funzione
            tangente, fornisce esplicitamente il valore dell’angolo di parallelismo in funzione
            della distanza x. Questa relazione è invertibile nel senso che dato
            un angolo α
            la formula ci permette di trovare il corrisponde segmento
                a per il quale Π(a) =
                        α. 
Siamo ora in grado di capire meglio
            come varia la distanza tra due rette parallele e il loro essere asintotiche. Intanto se
                BK è parallela ad AH nel verso
                AH e se S è un punto di
                AH che segue A nel verso di
                AH, allora la perpendicolare SP è sempre
            minore di AB. SP non può essere uguale a
                AB dato che, in questo caso, si formerebbe un quadrilatero
            birettangolo ABPS nel quale, come abbiamo visto nel capitolo
            precedente, gli angoli ABP e SPB dovrebbero
            essere uguali. Ma questo è assurdo perché l’angolo ABP, essendo un
            angolo di parallelismo, è acuto, mentre l’altro è ottuso essendo supplementare
            dell’angolo, anche lui di parallelismo, SPK (fig. 5.6a). Non è
            neppure possibile che sia SP >
                        AB perché, in questo caso, riportando sulla retta SP
            un punto P′ in modo che sia SP′ =
                        AB (fig. 5.6b), avremmo ancora un quadrilatero birettangolo
                ABP′S nel quale gli angoli
                ABP′ e SP′B
            dovrebbero essere uguali, ma ABP′ è acuto
            perché minore dell’angolo di parallelismo ABP mentre l’altro è
            ottuso. Infatti tracciando la parallela P′K′
            alla retta SH nel verso SH, la retta
                BP′ essendo secante, perché interna alla regione
                KBA, è interna anche alla regione
                K′P′S e quindi
            l’angolo BP′S, essendo supplementare
            dell’angolo acuto SP′T, è ottuso (fig. 5.6b). 
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Dunque due rette parallele si
            avvicinano sempre più l’una all’altra man mano che la perpendicolare
                AB viene traslata nel verso del parallelismo senza mai potersi
            toccare dato che esse, per definizione, non si intersecano. Inoltre gli angoli di
            parallelismo ABK,
                A′B′K,
                A″B″K ben lungi di
            essere uguali tra loro, diminuendo la lunghezza del segmento AB,
            aumentano via via avvicinandosi al limite a un angolo retto. 
[image: FIG. 5.7. AH parallela a BK nel verso AH : AB > A′B′ > A″B″ > … > 0 e 0 < α < α′ < α″ < … < π/2.]
FIG. 5.7.
                    AH parallela a BK nel verso
                        AH : AB >
                        A′B′ >
                        A″B″ > … > 0 e 0 <
                        α < α′ < α″ < …
                    < π/2.


È proprio questo comportamento che,
            come vedremo nel prossimo capitolo, produce una curvatura dell’ambiente nel quale le
            rette sono tracciate. 
Osserviamo che, nell’equazione
            fondamentale della geometria iperbolica, compare una costante k
            positiva il cui valore caratterizza il sistema geometrico S e che
            si ritrova in tutte le formule che esprimono lunghezze, aree e volumi dei vari oggetti
            del sistema S. Se la costante k tende
            all’infinito il quoziente x/k tende a zero, l’esponente
                e–x/k tende
            a 1 e, se [image: ], [image: ], quindi Π(x) tende a
                π/2.
            Questo dimostra che quando la costante k diventa infinita l’angolo
            di parallelismo diventa di 90° e il sistema geometrico S diventa il
            sistema euclideo Σ. Anche se in Bolyai non compare questa formula la sua trattazione
            porta ai medesimi risultati e alle medesime regole. In particolare i due matematici
            forniscono un sistema completo di formule trigonometriche che permettono di calcolare un
            elemento incognito di un triangolo (lato o angolo) in funzione di altri elementi noti e
            in ogni formula compare la stessa costante k che caratterizza il
            sistema S. Torneremo più avanti sul significato di questa costante.
        

Triangoli troppo ottusi e altre stranezze 



Vediamo ora qualche conseguenza di
            questa nuova teoria del parallelismo. Quello che il lettore troverà e anche quello che
            questi spregiudicati matematici hanno trovato in questo percorso prima di loro
            inesplorato, lascerà piuttosto increduli, né noi riusciremo a produrre delle immagini
            convincenti dal momento che solo potendo «guardare dall’alto» grandi distanze sarebbe
            possibile accorgersi di come la nuova teoria delle parallele incurvi lo spazio. 
Né l’intuizione geometrica ci sarà
            di aiuto poiché le nostre raffigurazioni mentali ci fanno immaginare l’infinito
            estrapolando ciò che riusciamo a costruire al finito, creando una frattura tra
            l’intuizione geometrica e le logiche con le sue ferree deduzioni. Il prossimo capitolo
            sarà interamente dedicato a sanare tale frattura. 
        
Nel mondo geometrico fondato sulla
            nuova teoria delle parallele, esistono segmenti e rette che sono come nel caso euclideo
            infinitamente estese, esistono traslazioni che permettono di spostare le figure senza
            alterarne le dimensioni, esistono circonferenze coi loro punti interni ed esterni,
            esistono rotazioni, simmetrie, triangoli, poligoni esattamente come nella geometria
            euclidea, ma esistono anche forme completamente nuove che non hanno cittadinanza nella
            geometria ordinaria. 
Una prima conseguenza inattesa è
            l’esistenza di particolari triangoli «troppo» ottusi che non possono essere inscritti in
            alcuna circonferenza. Vediamone la costruzione. 
Consideriamo in un piano, come in
            precedenza, una retta AH con un fissato verso di percorrenza, un
            punto esterno P e la parallela PK ad
                AH nel verso fissato. L’angolo α =
                    APK è acuto e, se AP =
                        a, coincide con l’angolo di parallelismo Π(a).
            Consideriamo la retta QJ simmetrica di PK
            rispetto ad AH e il simmetrico di tutta la configurazione rispetto
            alla retta QJ: AH si riflette in
                BI e PK in RL, il
            punto P nel punto R. Tutte le rette
                PK, AH, QJ,
                BI e RL sono parallele
            tra loro. Si viene in questo modo a formare un triangolo isoscele
                PQR che ha i lati obliqui di lunghezza 2a
            e l’angolo in Q uguale a 2α. Gli assi dei due lati
                PQ e QR sono le rette
                AH e BI che per costruzione sono
                parallele e dunque non si intersecano. 
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Poiché la circonferenza inscritta
            ha il centro nell’intersezione degli assi, in questo caso non esiste. 
Ogni triangolo isoscele che abbia
            un lato obliquo di lunghezza 2a e l’angolo al vertice uguale a
                2Π(a) sarà troppo ottuso e quindi non inscrivibile
            in una circonferenza. Naturalmente più a è piccolo più l’angolo di
            parallelismo è molto vicino a 90° e più l’angolo al vertice si avvicina a 180°. Il
            triangolo tende allora a schiacciarsi in un segmento. 
Questa circostanza dà origine a un
            nuovo oggetto introdotto con nomi diversi sia da Lobačevskij che da Bolyai:
                oriciclo nel primo e paraciclo nel
            secondo. Si tratta di una linea curva perpendicolare a ogni retta
            di un fascio di rette parallele ad AH in un
            dato verso. La figura 5.9 mostra tre oricicli concentrici passanti per i punti
                A, B, C della retta
                AH. Una caratteristica di questi oricicli è che le distanze tra
            due oricicli concentrici calcolate lungo una stessa retta non cambia:
                AB = A′B′;
                BC = B′C′ ;
                AC =
            A′C′.
        
[image: FIG. 5.9.]
FIG. 5.9.
                


La cosa interessante è che queste
            nuove linee non sono archi di circonferenze perché i «raggi», malgrado ciò che la figura
            ci suggerisce, sono paralleli e non hanno alcuna intersezione. La loro intersezione è
            all’infinito e dunque gli oricicli sono curve aperte. 
Una delle particolarità importanti
            del sistema S riguarda la formula che esprime l’area di un
            triangolo già incontrata nel lavoro di Lambert: se α, β, γ sono i tre angoli interni di un
            qualsiasi triangolo ABC misurati in radianti, allora l’area del
            triangolo è proporzionale al difetto angolare cioè a quello che manca alla somma degli
            angoli per arrivare a π. La formula identifica il rapporto di proporzionalità con
                k2 dove k è
            proprio la costante che caratterizza il dato sistema S e che si trova nell’espressione dell’angolo di parallelismo. 
Area(ABC) =
                    k2 (π − (α + β + γ)) 

Da questa formula si vede che più
            l’area del triangolo è piccola più il difetto angolare è piccolo. Inoltre, dato che la
            somma degli angoli di un triangolo è un numero positivo, l’area di un triangolo è sempre
            minore di k2π. 
Si ottiene la situazione di un
            triangolo di lati grandi quanto si vuole ma di area finita. 
La situazione non è molto diversa
            per i quadrilateri dato che, tracciando la diagonale, possiamo
            dividerli in due triangol﻿i. Se A, B,
                C, D sono i vertici del quadrilatero e
                α,
                β,
                γ,
                δ i suoi
            angoli interni abbiamo: 
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Come nel caso dei triangoli
            avremmo ancora un limite superiore per l’area di un quadrilatero dato da 2πk2. E, come mostreremo
            nel prossimo capitolo, potremmo disegnare quadrati concentrici con i 4 angoli uguali
            sempre più piccoli (tendenti a zero), coi 4 lati uguali sempre più lunghi (tendenti
            all’infinito) e con area sempre più grande ma comunque minore di 2πk2. 
Al momento non riusciamo a fare
            disegni significativi per illustrare queste situazioni apparentemente paradossali ma più
            avanti troveremo vari modelli che in armonia con la nostra intuizione ci permetteranno
            di penetrare a fondo, anche con delle immagini, i misteri della
                Pangeometria. 
In conclusione, col solo uso della
            logica, con gli stessi metodi dimostrativi di Euclide ma negando il postulato delle
            parallele, sia Lobačevskij che Bolyai sviluppano un nuovo sistema geometrico, anzi
            infiniti nuovi sistemi geometrici dipendenti da una costante k.
            Lobačevskij, più intensamente di Bolyai, si chiedeva se la geometria euclidea non fosse
            che una prima approssimazione della geometria dello spazio fisico e se dalla sua
                Pangeometria potesse derivare una
            successiva e più profonda descrizione. E in questo caso quale valore della costante
                k corrisponderebbe al «vero» spazio fisico? Così come, potremmo
            dire oggi, la teoria della relatività ristretta congloba la meccanica classica come caso
            particolare quando la velocità della luce diventa infinita restituendo, in questo caso,
            le formule classiche, nello stesso modo la geometria di Bolyai-Lobačevskij – oggi
            chiamata iperbolica – congloba quella euclidea come caso particolare quando la costante
                k diventa infinita. 
Come nel caso della meccanica la
            differenza tra la meccanica newtoniana e quella relativistica diventa apprezzabile solo
            per velocità molto grandi, così la differenza tra la geometria euclidea e la geometria
            iperbolica diventa apprezzabile solo per figure di grandi dimensioni. Per questo
            Lobačevskij, per rispondere alla sua domanda, immagina di misurare gli angoli interni di
            un immenso triangolo e di usare questa misura per verificare se la somma degli angoli
            interni sia o no uguale a 180°. In caso negativo vi sarebbe una verifica sperimentale
            della validità della sua Pangeometria e una possibilità di misurare
            la misteriosa costante per lo spazio fisico reale. 
L’enorme triangolo che Lobačevskij
            riuscì a concepire aveva un vertice nella stella Sirio e come lato opposto l’asse
            maggiore dell’orbita terrestre: purtroppo l’errore derivante dall’imprecisione degli
            strumenti di misura non permise di fare misure così fini da poter valutare in modo
            significativo il difetto angolare di questo triangolo. Lobačevskij morirà nel 1856 senza
            poter essere certo fino in fondo della non contraddittorietà del suo sistema e col
            dubbio sulla natura dello spazio fisico: euclideo o non euclideo? Se lo spazio fisico
            fosse euclideo, se la somma degli angoli di un qualsiasi
            triangolo fosse sempre uguale a 180° indipendentemente dalle sue misure, la fisica più
            che la logica darebbe ragione al V postulato euclideo e la
                Pangeometria si ridurrebbe a uno sterile esercizio di logica
            non più significativo di quello di Saccheri o Lambert. 
Per Lobačevskij che, diversamente
            da Bolyai, vedeva nella matematica dei modelli coerenti della realtà fisica, la non
            corrispondenza dello spazio fisico con la sua geometria avrebbe vanificato il senso più
            profondo e rivoluzionario della sua ricerca. La questione, molto più complessa di quello
            che poteva apparire a metà ’800 e alla quale, come vedremo, Einstein darà un contributo
            essenziale, resterà aperta, e lo è ancora ai giorni nostri. 


VI

Modelli concreti di mondi non euclidei



Se il cielo, le stelle, il mare e i monti, e tutti gli animali e
            tutti i corpi divenissono, così volendo Iddio, la metà minori, sarebbe che a noi nulla
            parrebbe da parte alcuna diminuta. 
L.B. Alberti 


L’ambiente curvo della geometria iperbolica 



Negli ambienti accademici
            l’accoglienza riservata alle nuove idee di Lobačevskij non fu certamente entusiasta. I
            suoi lavori non furono a dir poco incompresi solo a Kazan, dove Lobačevskij presentò in
            lingua russa e con tutti i dettagli le sue nuove idee geometriche, ma furono
            violentemente attaccati anche negli ambienti scientifici russi più importanti. M.V.
            Ostrogradskij, esponente di prestigio dell’Accademia delle scienze di Pietroburgo, si
            sentì addirittura indignato dal fatto che «simili assurde elucubrazioni» venissero
            pubblicate. Anche in Europa vi furono ripetute e violente ostilità nei confronti della
            geometria non euclidea. Le idee di Bolyai venivano derise come «racconti di fate» e
            anche dopo la pubblicazione delle lettere di Gauss nelle quali egli stesso si attribuiva
            la paternità di tali studi, non mancarono critiche pesanti nei confronti del grande
            matematico tedesco, accusato di megalomania e di essere portatore di «verità sovraumane»
            e di «elucubrazioni deliranti». 
        
La battaglia tra gli oppositori e i
            fautori della geometria non euclidea era aperta anche in Italia e non priva di violenti
            scontri di opinioni. Matematici importanti come Angelo Genocchi (1817-1889), professore
            all’università di Torino e membro dell’Accademia delle scienze di quella città, definiva
            la geometria iperbolica come geometria del «soprasensibile» o, ironicamente, come
            «geometria da manicomio». Sul fronte opposto, tra i più strenui difensori della nuova
            geometria, troviamo Eugenio Beltrami (1835-1900). Egli iniziò i suoi studi universitari
            a Pavia ma dovette lasciare l’università per aver provocato dei disordini contro il
            rettore del collegio universitario Ghislieri. A soli 26 anni, senza la laurea, nel 1861
            venne nominato dal ministro Mamiani, su suggerimento di Brioschi e di Cremona,
            professore di Algebra e geometria analitica presso l’università di Bologna. La sua
            attività didattica lo porterà successivamente a Pisa, dove avrà modo di discutere con
            Bernhard Riemann (1862-1866), a Roma e infine a Pavia dove ancora oggi sono custoditi i
            suoi celebri modelli di geometria iperbolica. Insieme a Giuseppe Battaglini (1826-1892)
            direttore del «Giornale di matematiche a uso degli studenti», curerà una traduzione in
            italiano dell’Appendix di Bolyai pubblicata nel 1868, come abbiamo
            visto, sullo stesso giornale. 
Beltrami appartiene a quella schiera
            di matematici che compresero a fondo, sviluppandole, le idee geometriche di Gauss e di
            Riemann, idee che cambieranno in modo radicale e definitivo la storia del pensiero
            matematico. Egli insegnò per vari anni geodesia all’università di Pisa e conosceva molto
            bene la geometria della sfera e i vari modi per rappresentare con le mappe una sfera o
            una sua parte su un piano. Conosceva bene anche le ricerche di
            Gauss su questi argomenti e aveva ben capito l’importanza del concetto di curvatura
            gaussiana. Gauss aveva trovato il modo per sviluppare coerentemente su una qualunque
            superficie (vedi cap. IV) una geometria, considerando retta una
            linea che collega un punto A con un punto B
            quando tale linea è quella di lunghezza minima tra tutti i possibili percorsi sulla
            superficie che collegano A con B. Oggi tali
            linee, che Gauss aveva chiamate brevissime, prendono il nome di «geodetiche». 
Beltrami sapeva bene che la
            curvatura gaussiana della superficie sferica valeva
                1/r2 in tutti i suoi punti, che le
            linee geodetiche su quella superficie erano gli archi di cerchio massimo e come quindi
            fosse possibile sviluppare in tutta coerenza, come già aveva fatto Menelao (vedi cap.
            II), una geometria nella quale sono validi i 4 postulati della geometria assoluta, ma
            non la teoria euclidea delle parallele. Sulla superficie della sfera infatti due
            qualsiasi rette, se prolungate su tale superficie, finiscono per
            incontrarsi in due poli: uno se prolungate in un verso e l’altro se prolungate nel verso
            opposto. Niente rette non secanti dunque e, a maggior ragione, niente rette parallele!
            Crediamo che nei pensieri di Beltrami queste considerazioni si mescolassero con l’idea
            che l’ambiente nel quale si sviluppa una geometria prende esso stesso una propria forma,
            forma che viene determinata dai postulati che si mettono a fondamento. 
Esistono infiniti ambienti
            geometrici privi di rette parallele, ognuno dei quali è definito da una determinata
            costante k, e la forma di questi ambienti è quella della superficie
            di una sfera di raggio k, nella quale vi
            sono circonferenze, poligoni, triangoli i cui angoli sommati insieme superano i 180°,
            ambienti tanto più prossimi all’ambiente euclideo quanto più la costante
                k tende all’infinito. Così, crediamo, Beltrami immaginò che il
            postulato di Lobačevskij-Bolyai, che implica l’esistenza di rette asintotiche, avesse
            l’effetto di curvare l’ambiente in modo tale che la presenza di geodetiche asintotiche
            fosse una semplice conseguenza di tale curvatura. Ma quale poteva essere la forma di
            questo ambiente? Certo Beltrami non pensava, come aveva azzardato Lambert, che tale
            forma fosse quella di una sfera di raggio immaginario, un oggetto cioè metafisico o
            ultraterreno, come i detrattori della geometria non euclidea avevano sostenuto. Beltrami
            cercò al contrario una forma reale, ben tangibile, nella quale fossero ben visibili le
            linee geodetiche, da considerarsi in quell’ambiente linee dritte, formanti angoli,
            triangoli e tutto il resto. A questa ricerca dedicherà gran parte del suo lavoro, senza
            tuttavia riuscire mai a raggiungere un risultato che lo soddisfacesse completamente. 
Da dove iniziare questa ricerca era
            ben chiaro. Gauss aveva dimostrato, in conclusione delle sue
                Disquisitiones, un importante teorema che lui stesso aveva
            chiamato «elegantissimo» (vedi cap. IV) che legava il non essere euclideo di un
            triangolo alla curvatura della superficie del triangolo stesso. Più precisamente Gauss
            dimostra che se ABC è un triangolo geodetico, cioè un triangolo i
            cui tre lati sono linee «dritte», allora 
(1)
[image: ]

dove K denota
            la curvatura gaussiana media interna al triangolo e α, β, γ, i suoi tre angoli misurati in
            radianti. 
Nel caso della superficie sferica
            la curvatura gaussiana è uguale in tutti i punti a
                1/r2 e quindi la curvatura gaussiana
            media interna al triangolo, essendo la media di valori uguali, coincide ancora con
                1/r2 e la formula (1) comprende come
            caso particolare la formula di Girard sull’area di un triangolo sferico: Area(ABC ) =
                r2
                    (α + β +
                        γ − π). 
D’altra parte Bolyai e Lobačevskij
            avevano dimostrato, come conseguenza della loro teoria delle parallele, che la somma
            degli angoli interni di un triangolo è sempre più piccola di 180° e la differenza π − (α +
                        β + γ) è legata all’area del triangolo dalla relazione: 
(2) Area(ABC) =
                    k2 (π − (α + β + γ)) 

dove k è la
            costante caratteristica del sistema geometrico considerato, che interviene
            nell’equazione fondamentale della geometria iperbolica. 
Ecco dunque che il teorema
            elegantissimo ci restituisce la formula dell’area di Bolyai e Lobačevskij se questo
            triangolo è tracciato su una superficie di curvatura gaussiana costante negativa
                K = – 1/k2. Che
            tale curvatura non debba mutare è legato al fatto che la costante k
            che compare nella formula (2) non dipende da dove è collocato il triangolo, mentre,
            quando la curvatura gaussiana non è costante, come ad esempio sulla superficie di un
            toro, la curvatura K che compare nella formula (1) cambia da
            triangolo a triangolo. 
In definitiva una superficie
            regolare di curvatura gaussiana costante negativa si presta ad essere
            l’ambiente giusto nel quale collocare la geometria iperbolica
            bidimensionale. Ma esistono tali superfici? E come sono fatte? La loro ricerca diventò
            l’obiettivo principale del lavoro di Beltrami. 

Una nuova superficie: la pseudosfera 



Un primo esempio di una superficie
            a curvatura costante negativa – d’ora in poi col termine curvatura intenderemo sempre
            curvatura gaussiana – era già stato trovato da Ferdinard Minding (1806-1885), un
            continuatore delle idee di Gauss, che iniziò uno studio sistematico delle superfici a
            curvatura costante. In primo luogo Minding dimostrò che ogni superficie
                M a curvatura costante positiva è localmente isometrica alla
            superficie di una sfera e ciò significa che ogni punto della superficie
                M ha un intorno che può essere sovrapposto esattamente alla
            superficie di una sfera; in particolare distanze, angoli, aree misurate sulla superficie
                M corrispondono esattamente a quelle misurate sulla sfera
            corrispondente. 
Minding trova anche una superficie
            a curvatura costante negativa che gioca un ruolo analogo a quello della sfera e che lui
            chiama pseudosfera. Come la sfera, definita da una
            semicirconferenza che ruota attorno a un suo diametro, così la pseudosfera è ottenuta
            ruotando una particolare curva – la trattrice – intorno al suo asse (vedi fig. 6.1). 
Come la sfera, la pseudosfera
            contiene linee «meridiane», cioè le trattrici ottenute intersecando la superficie con un
            piano per l’asse di rotazione a, e «paralleli», che sono le
            circonferenze descritte da un punto P della trattrice che ruota.
            Tali circonferenze si trovano dunque su un piano ortogonale
            all’asse e quindi, come nel caso della sfera, meridiani e paralleli sono linee
            ortogonali tra loro, e inoltre i meridiani sono anche in questo caso delle linee
            geodetiche. La curvatura di questa superficie è sicuramente negativa, come la sua forma
            evidenzia, ma si può anche dimostrare che essa è costante e vale
                –1/r2, dove r è
            il parametro che definisce la trattrice. Il parametro r svolge, per
            una pseudosfera, il ruolo che svolge il raggio per una sfera e per questo possiamo
            chiamarlo «raggio» della pseudosfera. 
[image: FIG. 6.1. (a) La trattrice di parametro r è il percorso di un punto P che insegue un punto Q che si muove sulla retta a, mantenendosi a una distanza costante r = PQ. (b) La pseudosfera è ottenuta ruotando la trattrice attorno all’asse a.]
FIG. 6.1. (a) La
                        trattrice di parametro r è il
                    percorso di un punto P che insegue un punto
                        Q che si muove sulla retta
                        a, mantenendosi a una distanza
                    costante r = PQ. (b) La
                        pseudosfera è ottenuta ruotando la trattrice attorno
                    all’asse a.


Come per la sfera, Minding dimostra
            che ogni superficie a curvatura costante negativa è localmente isometrica a una
            pseudosfera, cioè che ogni punto della superficie con curvatura costante negativa
                K ha un intorno che può sovrapporsi esattamente alla
            pseudosfera di raggio r, dove r è dato dalla
            formula: 
[image: ]

Poiché i risultati ottenuti da
            Bolyai e Lobačevskij per via sintetica e le formule da loro ottenute che riguardano le
            aree dei triangoli e le relazioni trigonometriche tra lati e angoli di un triangolo sono
            le stesse di quelle che si ricavano considerando le linee geodetiche su una pseudosfera,
            Beltrami si rende immediatamente conto che la pseudosfera di Minding descrive, per lo
            meno localmente, l’ambiente curvo per il quale valgono i postulati della geometria
            iperbolica. In particolare, poiché le curve meridiane, cioè le trattrici, sono curve
            geodetiche, esse si mostrano come un fascio di rette che si avvicinano tra loro
            asintoticamente senza mai toccarsi: rette parallele nel senso inteso dalla nuova teoria
            del parallelismo che abbiamo visto nel capitolo precedente. L’esistenza di tali rette
            che tanto aveva sconcertato i primi matematici che tentarono una dimostrazione del V
            postulato, si giustifica ora pienamente col fatto che il postulato di Bolyai-Lobačevskij
            curva l’ambiente: è questo incurvarsi dello spazio nel quale pensiamo le linee di minima
            distanza come rette, che rende possibile l’esistenza di rette
            asintotiche!
        
[image: FIG. 6.2. Tre rette parallele con due archi di oricicli perpendicolari alle rette del fascio.]
FIG. 6.2. Tre rette parallele
                    con due archi di oricicli perpendicolari alle rette del
                fascio.


La figura 6.2 mostra un intorno del
            punto P sulla pseudosfera che descrive una parte del piano
            iperbolico che contiene nell’intorno di P tre segmenti di rette
            parallele e due archi di oriciclo. 
Purtroppo la pseudosfera non riesce
            a rappresentare l’intero piano iperbolico nel quale le rette e gli oricicli sono di
            lunghezza infinita, e per questo Beltrami immagina altre superfici a curvatura costante
            negativa che, visto il teorema di Minding, sono localmente isometriche a una pseudosfera
            ma possono descrivere meglio altri pezzi dell’ambiente iperbolico. L’esempio che segue
            mostra una diversa superficie a curvatura costante negativa che rappresenta bene una
            parte del piano iperbolico che contiene rette divergenti, chiamate anche
            «iperparallele». 
[image: FIG. 6.3. Rette divergenti o iperparallele.]
FIG. 6.3. Rette divergenti o
                    iperparallele.


Nella figura 6.3 sono geodetiche le
            linee AB, A′B′ e
                PP′ mentre le linee AA′ e
                BB′ sono linee curve particolari, perpendicolari alle due rette
                AB e A′B′, chiamate
            ipercicli. Misurando le distanze risulta, come anche è evidente dalla forma della
            superficie, che AA′ >
                        PP′ e PP′ <
                        BB′. Lobačevskij dimostra che due rette che non si incontrano e che non
            sono parallele ammettono sempre una e una sola perpendicolare
            comune. Nella figura tale perpendicolare comune è la retta
                PP′ e la distanza di P da
                P′ è la più piccola distanza tra le due rette. Partendo dai
            punti A e A′, la distanza tra queste rette
            diminuisce fino ad arrivare a un valore minimo, per poi aumentare di nuovo fino
            all’infinito. Stranezze della geometria iperbolica! 
Anche questa superficie può
            rappresentare solo un pezzo del piano iperbolico, dato che anche gli ipercicli sono
            linee di lunghezza infinita. Beltrami non si scoraggia, continua la sua ricerca e tenta,
            seguendo un’idea di Riemann che svilupperemo meglio nel prossimo capitolo, di incollare
            tra loro vari pezzi di pseudosfere con l’obiettivo di trovare una superficie completa
            che possa rappresentare l’intero piano iperbolico. La superficie sottostante (fig.
            6.4a), chiamata scherzosamente la «cuffia della nonna», è stata ottenuta da Beltrami
            incollando 124 pezzi opportunamente piegati per ottenere la curvatura negativa. In tale
            superficie si notano le due rette parallele a una retta data. 
        
[image: FIG. 6.4A. La «cuffia della nonna» realizzata da Beltrami.]
FIG. 6.4A. La «cuffia della
                    nonna» realizzata da Beltrami.


[image: FIG. 6.4B. Un ampliamento della pseudosfera.]
FIG. 6.4B. Un ampliamento
                    della pseudosfera. 


Questa linea di ricerca, come forse
            Beltrami aveva intuito, si rivelerà un vicolo cieco. Infatti, un anno dopo la sua morte,
            nel 1901, Hilbert dimostrò che non esiste, nello spazio tridimensionale euclideo, una
            superficie che possa rappresentare globalmente un piano iperbolico: è possibile solo
            rappresentarne una parte. 
Tuttavia, cambiando radicalmente
            punto di vista, Beltrami ha un’altra idea per trovare un modello del piano iperbolico
            «per intero». Questa nuova idea probabilmente deriva dalla sua attività di docente di
            geodesia. Se infatti non è possibile rappresentare la superficie della terra su un piano
            senza alterare le distanze, poiché la curvatura della sfera non è nulla come quella del
            piano, possiamo tuttavia, rinunciando a mantenere le stesse distanze, rappresentare in
            vari modi la sfera su un piano avendo ben chiaro che le distanze sulla carta non
            corrispondono a quelle reali. Tali distanze devono essere modificate secondo regole
            esplicite che consentono di rappresentare biunivocamente la superficie della terra e di
            ricavare le distanze reali a partire da quelle misurate sulla carta. Seguendo questa
            idea tramite speciali proiezioni che qui non possiamo esplicitare, Beltrami riesce a
            rappresentare biunivocamente i punti dell’intero piano iperbolico coi punti interni a un
            disco piano. In questa rappresentazione le rette del piano iperbolico si rappresentano
            con le corde del disco e la teoria delle parallele di Bolyai-Lobačevskij è
            immediatamente esplicitata sul disco. 
Ecco come (fig. 6.5) la corda
                AB corrisponde a una generica retta, le corde
                PA e PB corrispondono alle due rette
            parallele ad AB, le corde tratteggiate corrispondono alle rette
            secanti mentre le corde più sottili corrispondono alle rette
            divergenti. Naturalmente distanze e angoli misurati nel modello di Beltrami, poi
            perfezionato da Klein, non corrispondono alle reali distanze e angoli del piano
            iperbolico ma ogni punto e ogni retta si trova imprigionata nel disco e la
            rappresentazione, essendo biunivoca e bicontinua, fornisce una sorta di «mappamondo» del
            piano iperbolico. 
[image: FIG. 6.5.]
FIG. 6.5.
                



Il disco di Poincaré 



Ispirato dal modello di
            Beltrami-Klein, H. Poincaré (1854-1912) ha l’idea di costruire, all’interno del piano
            euclideo, un nuovo ambiente geometrico, con propri opportuni punti, rette, segmenti,
            angoli e circonferenze che soddisfino i postulati della geometria iperbolica. L’idea può
            sembrare in un primo momento completamente assurda, come se la geometria euclidea
            potesse contenere al suo interno la propria negazione, ma in realtà è semplice: basta
            chiamare punti, rette,
                segmenti, angoli e circonferenze degli
            oggetti definiti in termini euclidei in modo che questi nuovi oggetti soddisfino i
            postulati della geometria iperbolica. 
        
Ecco in che modo Poincaré riesce a
            realizzare il suo progetto: si chiamano punti (qui in corsivo per
            distinguerli dagli usuali oggetti euclidei) solo i punti interni a un disco euclideo,
            fissato una volta per tutte e scelto come ambiente. Tra questi
                punti Poincaré introduce una metrica in modo che la
                distanza tra due punti A e
                B aumenti, tendendo all’infinito, man mano che, restando fisso
                A, il punto B si avvicini al bordo. 
Sia Einstein che Poincaré ci
            propongono un esperimento mentale per dare concretezza a questa strana metrica, cosa che
            ci permetterà anche di intuire la forma delle
                rette, cioè delle linee che con questa
            metrica minimizzano la distanza tra due punti. Immaginiamo un
            ambiente fisico rinchiuso in una grande sfera, all’interno della quale la temperatura
            non sia uniforme ma sia massima al centro e diminuisca man mano che ci si avvicina al
            bordo, fino a raggiungere, su di esso, lo zero assoluto e supponiamo anche che tutti gli
            abitanti e gli oggetti di questo ambiente abbiano uno stesso coefficiente di dilatazione
            proporzionale alla temperatura, allungandosi e ingrandendosi col caldo e diventando più
            corti e piccoli proporzionalmente al freddo. Anche il passo degli abitanti, che
            supponiamo costante, subirà questo tipo di cambiamento. Un percorso qualsiasi in questo
            ambiente può allora essere misurato contando i passi unitari necessari a percorrerlo.
            Poincaré, in La scienza e l’ipotesi, così descrive questo ambiente: 
Osserviamo che se questo mondo è limitato sul
                piano della nostra abituale geometria, apparirà come infinito ai suoi abitanti. Se
                essi volessero avvicinarsi alla sfera limite [la superficie della sfera] si
                raffredderebbero e diventerebbero sempre più piccoli. I
                loro passi sarebbero sempre più brevi al punto che essi non potrebbero mai
                raggiungere la sfera limite. 


Per semplificare questa situazione
            noi abbiamo preso in esame il caso bidimensionale considerando al posto della sfera un
            disco, nel quale abbiamo disegnato con un tono di grigio più scuro i punti «più caldi»,
            schiarendo man mano che si va verso il freddo. Il disco munito di questa particolare
            distanza, che Poincaré definisce in modo preciso attraverso una complessa formula
            matematica, si chiama «disco di Poincaré». 
Cerchiamo ora di capire quale sia,
            in esso, la forma delle rette, cioè quale sia il percorso più breve
            per andare da un punto A a un punto B.
            Supponiamo che i punti A e B siano vicini al
            bordo del disco, cioè in una zona molto fredda, come nella figura 6.6, e teniamo
            presente che il percorso più breve è quello che si compie con il minimo numero di passi
            unitari. 
Muovendoci da
                A sarà conveniente puntare verso l’interno, dove è più caldo e
            i passi unitari sono più lunghi, per poi, dovendo andare in B,
            scegliere il percorso verso il bordo mantenendolo il più
            possibile al caldo (vedi fig. 6.6b). 
[image: FIG. 6.6. Il percorso per andare da A a B in (a) (8 passi) è più lungo di quello in (b) (5 passi) perché più si è vicini al bordo più i passi sono piccoli.]
FIG. 6.6. Il percorso per
                    andare da A a B in (a) (8 passi) è più
                    lungo di quello in (b) (5 passi) perché più si è vicini al bordo più i passi
                    sono piccoli.


La forma di una retta
            può essere perfettamente determinata usando la formula di Poincaré con la
            quale è stata introdotta la distanza e il risultato è fortunatamente semplice e
            intuitivo: questa linea può essere solo o un diametro del disco o un arco di
            circonferenza perpendicolare al bordo (ricordiamo che due circonferenze sono
            perpendicolari tra loro se lo sono le rette tangenti nei loro punti di intersezione). La
            figura 6.7 mostra un insieme di rette passanti per
                S: 
[image: FIG. 6.7.]
FIG. 6.7.
                


La geometria delle circonferenze
            ortogonali tra loro è un argomento classico della geometria euclidea che può essere
            trattato sia per via sintetica che analitica e questo ci permette di ragionare con una
            certa facilità su queste rette. Ad esempio, tutte le circonferenze
            del piano euclideo che passano per S (S
                    ≠ O) e che sono ortogonali al bordo del disco, hanno i centri su una stessa
            retta, che qui chiameremo «retta dei centri» (vedi fig. 6.7). Tale retta, che non può
            essere interna al disco, può essere costruita in modo esplicito, dato che verifica
            queste proprietà: 
 
1. è perpendicolare al diametro
                    OS; 
2. passa per il punto medio del segmento
                    ST, dove il punto T è definito dal
                rapporto 
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(cioè, in termini più tecnici,
                    T è il coniugato armonico di S
                rispetto ad A e B ). 


Il vantaggio di questo modello
            rispetto a quello di Beltrami-Klein è che misurando le distanze in questo modo, non solo
            le rette sono facilmente descrivibili in termini euclidei, ma anche
            gli angoli. Infatti l’angolo tra due rette del piano iperbolico che
            si incontrano in un punto P, coincide con l’angolo euclideo tra le
            tangenti in P ai due archi. La figura 6.8 mostra due
                rette perpendicolari nel loro punto P di
            intersezione:
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FIG. 6.8.
                


Questo ci permette di leggere
            direttamente, nel modello, gli angoli che si vengono a formare tra due linee. 
Vediamo ora come sono fatte, in
            questa metrica, le linee i cui punti sono tutti e solo quelli equidistanti da un punto
            fisso C, linee che ovviamente chiameremo
                circonferenze. Si può dimostrare che se C
            coincide col centro O del disco queste linee sono delle usuali
            circonferenze di centro O, se invece C non è
            al centro queste linee sono circonferenze eccentriche, cioè usuali
            circonferenze col centro spostato, rispetto a quello euclideo, verso il bordo. 
[image: FIG. 6.9. (a) Circonferenza col centro in C. (b) Circonferenza col centro nel centro O del disco.]
FIG. 6.9. (a)
                        Circonferenza col centro in C. (b)
                        Circonferenza col centro nel centro
                        O del disco.



Poincaré e la geometria assoluta 



Poincaré ha dunque creato un
            ambiente nel quale vi sono punti,
                segmenti, rette,
                circonferenze, angoli e, cosa molto interessante,
            nel quale questi enti verificano il I postulato euclideo, dato che possiamo dimostrare
            che dati due punti A e B esiste un
                segmento (e uno solo) che li congiunge. Data l’importanza di
            questa acrobazia matematica ci piace riportarne la
            dimostrazione:
        
	 se i due punti sono
                    allineati col centro O del disco il
                        segmento che li congiunge sta sul diametro che passa
                    per A e B ; 
	 se i due punti non sono allineati col
                    centro O del disco, consideriamo la retta
                        a dei centri delle circonferenze ortogonali al disco
                    che passano per A (vedi fig. 6.10). Tale retta è
                    perpendicolare al diametro AO. Consideriamo anche la retta
                        b dei centri delle circonferenze ortogonali al disco e
                    passanti per B. Tale retta è ortogonale al diametro
                        OB. Poiché A,
                        B e O non sono allineati, le rette
                        a e b non sono parallele e dunque
                    si incontrano in un solo punto T. Si può quindi sempre
                    tracciare la circonferenza con centro T e raggio
                        TA (o TB), unica ortogonale al
                    disco che passa per A e B, e su di
                    essa individuare il segmento AB che li unisce. 


[image: FIG. 6.10. I postulato: Che si possa condurre una linea retta da un qualsiasi punto a ogni altro punto.]
FIG. 6.10. I postulato: Che
                    si possa condurre una linea retta da un qualsiasi
                        punto a ogni altro
                    punto.


Si vede come questa dimostrazione
            usi abbondantemente la geometria euclidea, compreso il postulato delle parallele. Tale
            enunciato si può parafrasare in termini puramente euclidei: dato un disco di centro
                O e due suoi punti interni A e
                B non allineati con O,
            esiste una e una sola circonferenza passante per
                A e B perpendicolare al bordo del disco. 
È immediato verificare la validità
            dei rimanenti 3 postulati della geometria assoluta. Intanto, per come è definita la
            distanza tra due punti, è sempre possibile prolungare un segmento
                AB in ognuna delle due direzioni, come chiede il II postulato. Il
                segmento è infatti un sottoinsieme del diametro o un arco di
            circonferenza ortogonale al bordo e se H e K
            sono i punti nei quali l’arco interseca il bordo allora le distanze
                AH e AK sono infinite e quindi possiamo,
            comunque sia dato il segmento, prolungarla nelle due direzioni. Lo
            stesso vale se il segmento sta su un diametro del disco: 
[image: FIG. 6.11. II postulato: Che una retta finita si possa prolungare continuamente in linea retta.]
FIG. 6.11. II postulato: Che
                    una retta finita si possa prolungare continuamente in linea
                        retta.


Il III postulato chiede che si
            possa descrivere un cerchio con qualsiasi centro e ogni raggio. L’esistenza di una
            circonferenza con il centro C in un qualsiasi punto interno al
            disco e con un qualsiasi raggio r è garantita dalla definizione di
            distanza. Infatti, qualsiasi sia la direzione che seguiamo a partire dal punto
                C, la sua distanza dal bordo lungo quella direzione risulta
            infinita e quindi è possibile trovare un punto P che abbia distanza
                r da C, comunque sia grande
                r (vedi fig. 6.12):
        
[image: FIG. 6.12. III postulato: Che si possa descrivere un cerchio con qualsiasi centro e ogni raggio.]
FIG. 6.12. III postulato: Che
                    si possa descrivere un cerchio con qualsiasi centro e ogni
                    raggio.


Poiché, infine, gli
                angoli tra due rette che si incontrano in
                P sono uguali agli angoli euclidei tra le loro tangenti in
                P, tutti gli angoli retti sono uguali tra loro, come chiede il
            IV postulato. 
Nel disco di Poincaré si possono
            così assumere i 4 postulati della geometria assoluta e quindi anche tutti i teoremi che
            sono logicamente deducibili da essi. 

L’infinito in un disco 



Una cosa molto interessante, a
            questo punto, è vedere come si comportano le rette del disco di
            Poincaré rispetto al parallelismo. Nella figura 6.13, in alto riportiamo le figure del
            capitolo precedente, mentre nella figura in basso gli stessi oggetti con le stesse
            lettere nel disco di Poincaré. 
Data una retta
                H′AH e un punto P esterno alla
                retta, esistono due rette, la
                K′PH e la JPJ′, che
            passano per P e non incontrano la retta data e che sono limiti
            delle secanti PS per S che tende a
                H e PS′ per S′ che
            tende a H′. Queste rette sono le due parallele
            considerate da Bolyai e Lobačevskij. La distinzione tra rette
            secanti, parallele e divergenti si riduce a vedere
            se le rette si incontrano in un punto interno
            al disco (secanti in questo caso), in un punto sul bordo del disco (parallele in questo
            caso) o non hanno intersezione internamente al disco (divergenti in questo caso). 
[image: FIG. 6.13.]
FIG. 6.13.
                


Dunque in questo mondo descritto da
            Poincaré sono validi i postulati della geometria iperbolica e quindi tutte le
            conseguenze che da tali postulati logicamente ne seguono: abbiamo un modello concreto
            del sistema S di Bolyai-Lobačevskij. Nel disco di Poincaré appaiono
            chiaramente, senza creare quel senso di assurdità che assale guardando le figure di
            Bolyai e Lobačevskij, le tre tipologie di rette, secanti, parallele e divergenti. Quello
            che prima pareva impossibile, o per lo meno paradossale, appare ora
            possibile e coerente con il nostro pensiero. L’infinito è stato
            imprigionato in una circonferenza – il bordo del disco – alla quale possiamo avvicinarci
            senza però poterla mai raggiungere dato che la distanza dal bordo di un qualsiasi punto
            interno al disco, in questa metrica, è infinita. Possiamo così vedere in un solo colpo
            d’occhio un modello dell’intero piano iperbolico e in esso le due parallele a una retta
            data e le figure che, pur mantenendo le stesse misure, avvicinandosi all’infinito,
            appaiono sempre più piccole. 
Possiamo così ridisegnare nel disco
            di Poincaré le configurazioni di rette che abbiamo visto nel capitolo precedente e che
            abbiamo accettato come conseguenze logiche dei postulati. Possiamo ad esempio vedere
            come varia l’angolo di parallelismo al variare della lunghezza del segmento
                AP : 
[image: FIG. 6.14. Variazione dell’angolo di parallelismo.]
FIG. 6.14. Variazione
                    dell’angolo di parallelismo.


Possiamo ora vedere cosa accade se
            proiettiamo ortogonalmente una retta su un’altra. La figura 6.15a
            mostra la proiezione ortogonale della retta JK sulla parallela
                HK: stranezze della geometria iperbolica, questa proiezione è
            una semiretta, la semiretta aperta AK. Ancora più strano (vedi fig.
            6.15b) se proiettiamo ortogonalmente la retta K
                ′K sulla retta divergente H
                ′H: adesso la proiezione è un segmento
            aperto, il segmento A′A.
            
        
[image: FIG. 6.15. (a) Proiezione ortogonale di KJ sulla parallela HK. (b) Proiezione ortogonale della retta K′K sulla retta divergente H′H.]
FIG. 6.15. (a) Proiezione
                    ortogonale di KJ sulla parallela HK.
                    (b) Proiezione ortogonale della retta
                        K′K sulla retta
                    divergente H′H.


Ecco ora il triangolo troppo
            ottuso: 
[image: FIG. 6.16.]
FIG. 6.16.
                


un generico triangolo con i suoi
            tre angoli e il suo difetto angolare π − (α +
                        β
                    + γ) > 0: 
[image: FIG. 6.17.]
FIG. 6.17.
                


e infine i tre tipi di fasci di
                rette considerati da Lobačevskij con i loro
                cicli, orocicli e ipercicli: 
[image: FIG. 6.18. (a) Fascio di rette convergenti passanti per P coi loro cicli. (b) Fascio di rette parallele coi loro orocicli. (c) Fascio di rette divergenti perpendicolari alla retta IH.]
FIG. 6.18. (a) Fascio di
                        rette convergenti passanti per P
                    coi loro cicli. (b) Fascio di rette
                    parallele coi loro orocicli. (c) Fascio di
                        rette divergenti perpendicolari alla retta
                        IH.


Lobačevskij definisce i
                cicli (oricicli,
                ipercicli) concentrici come quelle linee che sono ortogonali a
            ogni retta del rispettivo fascio. Nel disco di Poincaré si può
            dimostrare, usando la geometria delle circonferenze ortogonali, che queste linee sono
            ancora circonferenze: nel primo caso (fig. 6.18a) sono circonferenze eccentriche, nel
            secondo (fig. 6.18b) sono tangenti al bordo del disco, mentre nel terzo caso (fig.
            6.18c) il loro centro è esterno al disco. Lobačevskij dimostra che la
                lunghezza del segmento AB che unisce due
            punti di due cicli (oricicli,
                ipercicli) concentrici non dipende dal punto
                A (AB =
                        A′B′, AC =
                        A′C′, CB =
                        C′B′) e questo, guardando le nostre figure, dà un’idea visiva precisa di
            come le distanze si contraggano avvicinandosi al bordo. Il fascio di
                rette divergenti perpendicolari alla retta
                IH (fig. 6.18c), che non ha uguali nella geometria ordinaria e che
            rappresenta qua un oggetto completamente nuovo, ha caratteristiche interessanti: i loro
                ipercicli, come negli altri casi, sono ortogonali
            alle rette del fascio e sono le linee
            equidistanti dalla retta PQ. 
Poiché la geometria del disco di
            Poincaré con le sue costruzioni si riduce alla geometria del piano euclideo, possiamo
            usare, ed è quello che abbiamo fatto, dei software di geometria dinamica per disegnare
            le «figure iperboliche» con la massima precisione e per divertirci a ripercorrere i
            teoremi che ci sembrano più strani. Possiamo costruire triangoli
            equilateri per ogni dato angolo minore di π/3 o quadrati con gli angoli minori
            di π/4. La
            figura 6.19a mostra un triangolo equilatero con i tre angoli di 53°
            mentre il triangolo equilatero limite che ha il massimo difetto
            angolare, avendo nulli i suoi tre angoli, ha un perimetro infinito e un’area finita. La
            figura 6.19b mostra una situazione analoga per i quadrati: il
                quadrato interno ha gli angoli di 75° mentre il
                quadrato limite ha gli angoli di 0 gradi e un’area finita. Ogni
            quadrato del piano iperbolico ha area minore dell’area di questo quadrato. Queste figure
            sono possibili perché nella geometria iperbolica ogni retta ha due punti all’infinito
            corrispondenti alle due parallele: 
        
[image: FIG. 6.19. (a) Il triangolo interno ha gli angoli di 53°. Il triangolo esterno ha 3 punti «all’infinito» e area massima. (b) Il quadrato interno ha gli angoli di 75°. Il quadrato esterno ha 4 punti «all’infinito» e area massima.]
FIG. 6.19. (a) Il triangolo
                    interno ha gli angoli di 53°. Il triangolo esterno ha 3 punti «all’infinito» e
                    area massima. (b) Il quadrato interno ha gli angoli di 75°. Il quadrato esterno
                    ha 4 punti «all’infinito» e area massima.


Un ulteriore fatto molto
            interessante e utile in matematica nella teoria dei rivestimenti universali, è il fatto
            che il piano iperbolico può essere ricoperto con poligoni regolari in infiniti modi. Se
                p è il numero dei lati del poligono regolare e
                q è il numero di poligoni che convergono in ogni vertice,
            esiste una tassellazione di tipo {p, q} se e
            solo se la somma 
[image: ]

mentre nel caso euclideo questo è
            possibile solo quando questa somma vale 1/2. In quel caso infatti possiamo ricoprire il
            piano solo con triangoli, quadrati e esagoni ottenendo tassellazioni di tipo {3,6},
            {4,4}, {6,3} mentre nel piano iperbolico vi sono infiniti altri casi possibili. Il
            motivo sta nel fatto che, se vi sono q poligoni congruenti che
            confluiscono in un unico vertice, l’angolo interno del poligono deve essere 2π/q e sappiamo che, nel piano iperbolico, esistono
            infiniti poligoni regolari con lo stesso numero p di lati e angoli
            variabili in un range infinito. 
        
[image: FIG. 6.20. (a) Tassellazione di tipo {4,6}. (b) Tassellazione di tipo {7,3}.]
FIG. 6.20. (a) Tassellazione
                    di tipo {4,6}. (b) Tassellazione di tipo {7,3}.


L’esempio della figura 6.20a
            mostra il caso di una tassellazione realizzata con dei quadrati con un angolo interno di
            60°: si tratta di una tassellazione di tipo {4,6}. La figura 6.20b mostra una
            tassellazione con degli ettagoni: si tratta di una tassellazione di tipo {7,3}: tutti i
            poligoni disegnati sono regolari congruenti tra loro ma, nel nostro mappamondo, man mano
            che si avvicinano al bordo diventano sempre più piccoli. 
Il pittore Maurits Cornelis Escher
            rimase sicuramente affascinato dalla possibilità di rappresentare l’infinito in uno
            spazio finito e per questo la geometria iperbolica si prestava meglio di quella
            euclidea. I suoi «cerchi limite» sono un ottimo esempio di come la matematica e l’arte
            possano parlare tra loro. 
[image: FIG. 6.21. Escher: tassellazione di tipo {6,4}.]
FIG. 6.21. Escher:
                    tassellazione di tipo {6,4}.


Per concludere, sarebbe molto
            interessante continuare a disegnare nel disco di Poincaré le stranezze della geometria
            iperbolica e anche tradurre i vari risultati di questa geometria in termini di
            circonferenze ortogonali tra loro, ma lasciamo, eventualmente, al lettore questo
            esercizio. Al di là del gioco, il fatto essenziale è che ora abbiamo dato una
            dimostrazione completa di un fatto estremamente significativo,
            abbiamo dimostrato che se dovesse esistere una contraddizione nella geometria piana
            iperbolica la stessa contraddizione, tradotta in termini di circonferenze ortogonali,
            riprodurrebbe una contraddizione anche nella geometria euclidea. 
Dunque, se la geometria di
            Bolyai-Lobačevskij fosse contradditoria lo sarebbe anche quella di Euclide e quindi
            Lobačevskij può riposare in pace: il destino della sua geometria segue quello della
            geometria euclidea, fin tanto che quest’ultima non è contraddittoria anche quella non lo
            sarà! 
Questa circostanza implica
            l’indipendenza del V postulato di Euclide dagli altri 4 dal momento che, essendo i due
            sistemi S e Σ reciprocamente compatibili basati
            su un assioma (il V postulato di Euclide) e la sua negazione logica, non può l’uno
            negare l’altro. Malgrado questo non cessarono le dimostrazioni impossibili e sbagliate
            del V postulato e la conseguente condanna della geometria iperbolica, tanto che Poincaré
            affermava ironicamente che grazie a questi progressi: «l’Accademia delle Scienze non
            riceve più di una o due dimostrazioni nuove all’anno». 
Nel prossimo capitolo vedremo come
            estendere queste considerazioni allo studio dello spazio tridimensionale euclideo e non
            euclideo seguendo le rivoluzionarie idee di Bertrand Riemann, che modificheranno
            definitivamente l’assetto della geometria. 


VII

Senza limiti



Ricerche come quella condotta qui, che prendono le mosse da concetti
            generali, possono solo contribuire a far sì che questo lavoro non sia impedito da
            concezioni anguste e che i pregiudizi della tradizione non ostacolino il progresso della
            conoscenza e della connessione delle cose. 
B. Riemann 


Gli ambienti tridimensionali di Riemann 



È il 10 giugno del 1854, ci troviamo
            nell’aula Magna dell’università di Göttingen, dove Bertrand Riemann (1826-1866) sta
            leggendo la sua dissertazione di abilitazione dal titolo: Ipotesi che stanno
                alla base della geometria – diventata poi famosissima – alla presenza
            dell’intero consiglio di facoltà e di Gauss, ormai settantasettenne. Gauss, che faceva
            parte della commisione di abilitazione, ebbe il merito di aver scelto il tema sul quale
            Riemann avrebbe dovuto lavorare per la sua dissertazione. Fece così in tempo (morì
            l’anno dopo) ad apprezzare le idee rivoluzionarie di quel giovane matematico e di
            vedervi gli sviluppi futuri delle sue Disquisitiones. Ma cosa c’era
            di così rivoluzionario nelle idee di Riemann? 
Egli, fin dall’inizio della sua
            esposizione, osserva come nella geometria ordinaria i postulati non esplicitino, anzi
            nascondano, il loro rapporto con l’ambiente che essi stessi costruiscono, come se questo
            ambiente fosse dato a priori indipendentemente dai postulati
            che si assumono. Così inizia la sua esposizione: 
È noto che la geometria presuppone come qualcosa
                di dato, sia il concetto di spazio, sia i primi concetti fondamentali per le
                costruzioni nello spazio. Di essi si danno soltanto definizioni nominali, mentre le
                determinazioni essenziali compaiono sotto forma di assiomi. La relazione tra questi
                presupposti resta dunque in ombra. 


L’idea che potessero esistere
            diversi spazi tridimensionali, o come dirà Riemann triestesi, era di per sé
            rivoluzionaria ma lo era ancora di più la dimostrazione che tali spazi, di dimensioni
            anche maggiori di tre, potessero essere definiti rigorosamente e studiati con i più
            moderni metodi del calcolo infinitesimale. Con questo lavoro si apriva un immenso campo
            di ricerca nel quale la fantasia immaginativa dei matematici poteva esprimersi senza
            limiti: lo studio, come si dice oggi, delle «varietà riemanniane di dimensione
                n». Gauss, come abbiamo visto, aveva già trattato il caso delle
            superfici e aveva dimostrato come la curvatura gaussiana di una superficie in un punto
            potesse essere calcolata in modo intrinseco a partire da una metrica definita sulla
            superficie stessa, senza dover ricorrere allo spazio tridimensionale euclideo nel quale
            la superficie era immersa. La geometria iperbolica di Bolyai e Lobačevskij aveva
            evidenziato la possibilità di costruire diversi sistemi di postulati ugualmente
            coerenti, ma non era assolutamente chiaro se questi postulati fossero in grado di
            costruire uno spazio tridimensionale esente da contraddizioni. La trattazione dei due
            pionieri della geometria non euclidea era di tipo sintetico, alla Euclide, e i nuovi
            metodi infinitesimali erano del tutto assenti. Beltrami aveva
            cercato, con i metodi di Gauss, delle superfici a curvatura costante negativa che
            potessero servire a descrivere la geometria iperbolica piana per mezzo delle proprie
            linee di minimo percorso, cioè delle proprie rette, ma vi era
            riuscito solo localmente. Nessuno prima di Riemann aveva cercato di definire spazi
            tridimensionali e di indicare gli strumenti coi quali poterli studiare e distinguerli
            tra loro. 
Ecco il proposito di Riemann:
            definire un ambiente geometrico a partire da una metrica locale, cioè dal modo di
            misurare le distanze. 
Mi sono dunque innanzi tutto proposto di
                costruire il concetto di grandezza pluriestesa a partire da concetti generali di
                grandezza. Ne risulterà che una grandezza pluriestesa è suscettibile di diverse
                relazioni metriche e che lo spazio [euclideo] costituisce dunque soltanto un caso
                particolare di grandezza triestesa. 


Per cominciare Riemann propone che
            una varietà n-estesa (cioè di dimensione n)
            possa essere pensata e definita non solo per le curve (n = 1), le superfici (n = 2) o gli spazi (n = 3), ma anche per gli iperspazi di dimensione qualunque. Tale «grandezza
            pluriestesa» viene definita e descritta da un insieme di carte locali, così come viene
            descritta efficacemente la superficie dell’intera sfera terrestre con opportune carte
            geografiche. 
I punti di ogni carta locale, per
            una varietà n-estesa, sono individuati da un insieme finito di valori
                (x1,
                x2, …,
                    xn) e su ogni carta locale è
            definito l’elemento di linea ds che fornisce la distanza tra due
            suoi punti infinitamente vicini e quindi, per integrazione, la lunghezza di un cammino.
            Si richiede che tali carte siano tra loro coerenti, cioè che se
            due carte rappresentano una stessa zona della varietà, le metriche sulle due carte,
            nella zona comune, siano le stesse. Prendiamo come esempio le due cartine geografiche
            della figura 7.1. 
In ognuna delle due cartine i punti
            sono individuati con dei nomi propri (i nomi delle località) ma la cosa non è diversa da
            quello che farebbero i matematici, che invece di un nome
            proprio fisserebbero un sistema di riferimento e assocerebbero a ogni punto una
            etichetta (x, y). Oltre a distinguere i vari
            luoghi con i loro nomi, ogni cartina permette di valutare con una certa precisione le
            distanze reali tra due località e questo viene generalmente fatto introducendo un
            rapporto di scala (ogni millimetro – il ds dei matematici –
            corrisponde a tot kilometri) cioè, come si dice in matematica, introducendo su ogni
            cartina una metrica locale. Ovviamente si richiede che la distanza tra Messina e Reggio
            Calabria sia la stessa sia che venga misurata con la metrica definita sulla cartina 7.1a
            che con quella definita sulla cartina 7.1b. È questa la condizione di coerenza che si
            richiede nella definizione di varietà riemanniana. 
[image: FIG. 7.1.]
FIG. 7.1.
                


Naturalmente il salto dall’atlante
            geografico all’atlante di una varietà riemanniana di dimensione n è
            enorme e per farlo occorre una buona dose di immaginazione. Già nel caso di dimensione
            tre dobbiamo immaginare un atlante le cui carte locali siano dei solidi e i cui punti
            siano individuati da tre coordinate. Occorrerà inoltre definire delle corrispondenze che
            permettano di identificare un punto A presente in una carta con lo
            stesso punto A presente in una carta diversa. 
A questo punto Riemann, seguendo la
            via maestra indicata da Gauss, può individuare su ogni carta locale i «percorsi
            brevissimi», cioè le linee geodetiche che giocano il ruolo di
            rette, e dimostrare che, localmente, dati due punti esiste sempre
            una retta che li congiunge. Tali rette possono
            essere prolungate passando da carta a carta e giocheranno il ruolo che le rette hanno
            nella geometria euclidea. Con le rette è possibile costruire
            localmente i «piani geodetici» cioè le superfici descritte da
            rette. Per fare questo consideriamo in un
            intorno di un punto P della varietà un punto A
            e la retta PA che esce da P (fig. 7.2a),
            consideriamo un secondo punto B che non stia sulla retta
                PA e tracciamo la retta AB. Per ogni punto
                R di AB le rette PR,
            al variare di R descrivono una superficie che gioca il ruolo che i
            piani giocano nella geometria euclidea. 
[image: FIG. 7.2A. Piano passante per P.]
FIG. 7.2A.
                    Piano passante per
                P.


[image: FIG. 7.2B. Angolo tra due rette.]
FIG. 7.2B. Angolo tra due
                    rette.


Per questo la superficie così
            generata si chiamerà piano o, più tecnicamente, sezione
            bidimensionale della data varietà. Non è difficile dimostrare che, localmente, dati tre
            punti non allineati esiste sempre uno e un solo piano che li
            contiene. Infine l’angolo tra due rette che si incontrano in
                P (fig. 7.2b) è, per definizione, l’angolo tra i due vettori
            tangenti in P ad esse. In questo modo su ogni varietà di dimensione
            3 possiamo sviluppare una geometria con le proprie rette, i
                piani, gli angoli, le
                circonferenze e ogni sorta di figura piana o solida. 
Resta il problema, per queste
            varietà, di definire la curvatura in un punto in modo da generalizzare la curvatura
            gaussiana. Si capisce che la faccenda è ora molto complicata perché, per restare nel
            caso di dimensione 3, in ogni punto della varietà, si trovano non solo infinite curve ma
            anche infinite superfici, ognuna con la propria curvatura
            gaussiana.
        
Non sarà più un numero a dar conto
            della curvatura in un punto di una varietà pluriestesa, ma un oggetto matematico molto
            più complicato, chiamato tensore di Riemann o tensore di curvatura, e la matematica avrà
            bisogno di elaborare nuove tecniche di calcolo adatte allo studio di questi oggetti che
            fanno parte di quella che oggi si chiama algebra multilineare. 
Riemann, nelle sue celebri
                Ipotesi, suggerisce la via che porterà al tensore che ha il suo
            nome, facendo due esempi semplici ma estremamente significativi, due esempi che
            ribadiranno definitivamente la legittimità delle geometrie non euclidee. Ecco di seguito
            il suo modo di procedere nel caso di dimensione 3 (le stesse idee valgono anche in
            dimensioni maggiori). 
Consideriamo come al solito un
            punto P di una varietà di dimensione 3 e consideriamo i
                piani che passano per P. Ogni
                piano avrà in P una determinata curvatura
            gaussiana e Riemann considera il caso più semplice nel quale tale curvatura è costante e
            rimane la stessa, non solo per tutti i piani che passano per
                P ma anche per i piani che passano per un
            qualsiasi altro punto Q della varietà. In queste ipotesi Riemann
            distingue due casi che studia separatamente: il caso in cui tale curvatura costante è
            nulla e il caso in cui è positiva. Nel primo caso non è difficile dimostrare che la
            varietà è uno spazio euclideo tridimensionale poiché, se i piani
            hanno curvatura gaussiana nulla, tutti i triangoli (che sono oggetti piani) hanno come
            somma degli angoli interni 180° e quindi lo spazio verifica i postulati euclidei. 
Il passo successivo, fondamentale,
            compiuto da Riemann consiste nella descrizione di uno spazio a
            tre dimensioni nel quale i piani hanno
            tutti curvatura gaussiana costante positiva. La geometria che si sviluppa in questo
            spazio verrà chiamata «geometria non euclidea riemanniana» o «geometria ellittica». È
            questo il primo esempio esplicito di un ambiente geometrico tridimensionale non
            euclideo: si tratta di quello che oggi si chiama ipersfera e che
            Einstein chiama «spazio sferico», un ambiente denotato in tutto il mondo col simbolo
                S3. Di questo oggetto parleremo
            diffusamente nel prossimo paragrafo ma ora continuiamo la lettura della dissertazione di
            Riemann perché le sorprese e le innovazioni non sono finite. 
Riemann lega la costanza della
            curvatura all’esistenza di un gruppo di movimenti coi quali è possibile muovere le
            figure nello spazio senza alterarne la forma. In questo modo ogni punto dello spazio è
            equivalente a ogni altro punto, o come si dice, lo spazio è omogeneo. 
Lo stesso vale per le direzioni:
            ogni direzione è equivalente a ogni altra direzione e ogni giacitura a ogni altra
            giacitura ed è sempre possibile, con un movimento del gruppo, portare un punto
                P in un punto P′, una qualsiasi
                retta per P in una qualsiasi altra
                retta per P′ e un
                piano in un qualsiasi altro piano. Ad
            esempio, sulla superficie della sfera possiamo, attraverso una rotazione intorno a un
            asse (rotazione che non modifica le distanze), portare un qualsiasi punto
                P in un altro qualsiasi punto P′. I due
            punti infatti si troveranno comunque su un cerchio massimo e possiamo pensare a tale
            cerchio come all’equatore: ruotando la sfera attorno ai due poli possiamo sempre portare
                P in P′; ugualmente qualsiasi
                retta a si può trasformare in un’altra retta
                a′; basta pensare queste rette come meridiani e ruotare
            intorno all’asse che congiunge i due poli. Ma vediamo come si
            esprime Riemann: 
La caratteristica comune di queste varietà, la
                cui misura della curvatura è costante, si può esprimere anche dicendo che le figure
                che si trovano su di esse possono essere mosse senza deformarsi. Ché evidentemente
                le figure su di esse non potrebbero venir spostate e fatte ruotare se, in ogni punto
                la misura della curvatura non fosse la stessa in ogni direzione. D’altra parte,
                però, le relazioni metriche della varietà sono completamente determinate dalla
                misura della curvatura; le relazioni metriche sono perciò esattamente le stesse per
                qualsiasi punto, in tutte le direzioni e quindi da ogni punto si possono condurre le
                medesime costruzioni, e di conseguenza nelle varietà con misura di curvatura
                costante alle figure può essere data qualsiasi posizione. 


L’ipotesi quindi che lo spazio
            fisico sia omogeneo e isotropo equivale a
            supporre che vi siano dei movimenti che trasformano lo spazio in sé stesso e che
            permettono si spostare una figura senza modificarne le caratteristiche geometriche.
            Questo si traduce in una proprietà caratteristica della varietà: l’avere curvatura
            costante. Sia la geometria riemanniana sull’ipersfera, che la geometria euclidea e
            quella iperbolica sviluppata con metodi sintetici da Bolyai e Lobačevskij, hanno questa
            caratteristica di omogeneità e isotropia: esse dunque coi loro postulati definiscono un
            ambiente di curvatura costante. 
Una ulteriore ipotesi che, a parere
            di Riemann, è irrinunciabile è l’illimitatezza dello spazio. È
            questo un concetto di grande importanza che getta luce, anche sul terreno filosofico,
            sull’idea spaziale di «infinitamente grande» e sul modo in cui il nostro pensiero ce lo
            fa immaginare. Dice Giordano Bruno:
        
Noi diciamo che possiamo cogliere col senso
                l’infinità dell’Universo, perché il senso sposta sempre il centro dell’orizzonte
                verso la periferia dell’orizzonte così che fa essere centro qualsiasi punto della
                periferia. 


Ciò che riusciamo a percepire,
            secondo Giordano Bruno, è uno spazio finito con un centro e una periferia ma il nostro
            pensiero è anche capace di pensare uno spazio più grande immaginando un nuovo spazio,
            simile al precedente, che si aggiunge a quello ma che abbia il suo centro nella
            periferia dell’altro. 
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La possibilità di iterare questo
            processo ci permette di immaginare l’infinitamente grande attraverso un processo di
            induzione simile a quello che ci rende consapevoli dell’infinità dei numeri naturali. È
            infatti in questo modo che Riemann concepisce le varietà: attraverso delle carte locali,
            che descrivono, con la loro metrica, la varietà in un punto e nei punti vicini. 
Ciò significa anche che, se la
            varietà è tridimensionale (ma la cosa ha senso in ogni dimensione), da ogni punto di
            questo ambiente è possibile muoversi nelle tre direzioni indipendenti (avanti e
            indietro, verso destra e verso sinistra, verso l’alto e verso
            il basso), senza alcun muro che ne impedisca il passaggio, senza nessun limite, senza
            nessun confine. Quando questo avviene, Riemann chiama la varietà
                illimitata. 
L’idea nuova è che ora questa
            illimitatezza viene messa a confronto con la grandezza, l’estensione dello spazio.
            Ciascuno di noi sarebbe portato a dire che una varietà illimitata debba necessariamente
            essere infinitamente estesa. Riemann al contrario mette in luce una sottile differenza.
            L’infinità in quanto «grandezza» si può determinare non appena sia introdotta una
            metrica cioè un modo per misurare le distanze, le aree, i volumi. Ad esempio, nello
            spazio euclideo si può introdurre una metrica fissando un segmento
                U da prendere come unità di misura: la distanza tra due punti
                AB sarà data dal rapporto AB:
                U e il postulato di Archimede, peraltro presente nel libro V
            degli Elementi di Euclide, assicura che dato un qualunque segmento
                AB esiste un multiplo di U tale che nU >
                        AB. Il piano euclideo è infinito dal momento che data una qualunque
            linea, o area o volume, se ne può sempre trovare una più grande. L’essere di grandezza
            infinita ha dunque a che fare con la metrica mentre l’essere illimitato con la
            topologia. La cosa interessante è che esistono delle varietà illimitate ma finite.
            L’esempio più semplice è la superficie della sfera: si tratta di un ambiente
            bidimensionale nel quale è possibile muoversi in entrambe le due direzioni possibili
            senza trovare limiti o ostacoli che ci impediscano di farlo (vedi fig. 7.4). 
La superficie della sfera è dunque
            illimitata ma ha area complessiva finita, data da 4πr2: illimitata ma non
            infinita! 
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Come si vede stanno nascendo nuove
            parole (varietà, intorno, illimitatezza) che esprimono nuovi concetti che hanno senso
            anche indipendentemente dalla teoria delle varietà riemanniane e che daranno vita al
            nucleo fondante della geometria contemporanea: la topologia. 

L’ipersfera 



La difficoltà a immaginare una
            ipersfera, e anche il suo fascino, consiste nel fatto che questa varietà ha tre
            dimensioni e si curva in una quarta. «Vedere» questa curvatura in una quarta dimensione
            è difficile, se non impossibile, ma esiste una via alternativa che consiste nel
            descrivere questa varietà in modo intrinseco, senza servirsi di null’altro che delle
            misure e dei rilevamenti che possiamo fare in essa. Il linguaggio matematico permette di
            percorrere in modo completamente rigoroso entrambi gli approcci affidandosi più al
            calcolo e alla logica che non all’intuizione. Esiste tuttavia un particolare tipo di
            intuizione induttiva, molto utilizzato nella ricerca matematica, che consiste nel
            generalizzare in ambiti nuovi, per analogia, concetti già noti in determinati ambiti.
            
        
Anticamente si immaginava un numero
                a come la misura della lunghezza di un segmento,
                a2 come la misura dell’area di un
            quadrato, a3 come la misura del volume
            di un cubo, un prodotto a · b come l’area di
            un rettangolo e così via. Questa corrispondenza tra aritmetica e geometria permetteva di
            giustificare intuitivamente con figure geometriche le principali proprietà algebriche
            come la proprietà distributiva, i prodotti notevoli e molto altro. Poiché l’analogia
            geometrica non permetteva di continuare con potenze maggiori di tre, furono inventati
            vari nomi di fantasia tipo quadrato di quadrato per
                a4 o cubo di quadrato per
                a6 ecc. generalizzando via via fino
            a che l’algebra arrivò a dimenticare le sue origini e poté proseguire senza inciampi per
            la propria via. Oggi l’analogia si è persa e nessuno ha più difficoltà a trattare,
            fondandosi sul linguaggio algebrico, le potenze maggiori di tre anche se queste non
            hanno un corrispettivo geometrico tangibile. Una storia analoga possiamo riferirla agli
            iperspazi. 
Consideriamo l’insieme delle coppie
            ordinate di numeri reali (x, y), denotato con
                R2; questo insieme, fissato un
            sistema di riferimento, si identifica con i punti di un piano euclideo nel quale la
            distanza tra due punti P0
                    = (x0,
                        y0) e P1
                    = (x1,
                        y1) è data, per il teorema di Pitagora, dalla formula 
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Ogni relazione F
                    (x, y) = 0 si identifica con una linea di
                R2 formata da tutte le coppie
                (x, y) che verificano l’equazione: tutto
            diventa facilmente rappresentabile anche con un disegno. Ad esempio l’equazione y – a
                    = 0 (a è un fissato numero reale) dà luogo
            all’insieme dei punti (x,
                y) per i quali y =
                        a cioè ai punti della retta che ha una distanza a
            dall’asse delle ascisse. L’equazione x2 +
                        y2 =
                        r2 rappresenta tutti i punti che hanno distanza r
            dall’origine, cioè tutti i punti che si trovano sulla circonferenza di centro
                O e raggio r, indicata con
                S1, mentre la disequazione x2 +
                        y2
                    <
                    r2 rappresenta tutti i punti che hanno distanza dall’origine minore o
            uguale a r. Tale insieme, chiamato cerchio o disco, è generalmente
            indicato D2 e ha come bordo la
            circonferenza S1: 
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Nello stesso modo l’insieme delle
            terne ordinate di numeri reali (x, y,
                z), denotato con
                R3, si può identificare con i punti
            dello spazio euclideo nel quale la distanza tra due punti P0
                    = (x0,
                        y0,
                        z0) e P1
                    = (x1,
                        y1,
                        z1) è data, per il teorema di Pitagora, dalla formula: 
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Ogni relazione F
                    (x, y, z) =
                    0 si identifica con una superficie, eventualmente piana, formata da
            tutte le terne (x, y, z)
            che verificano l’equazione. Se siamo abili nel disegno prospettico possiamo anche
            disegnare tale superficie, o farla disegnare a un computer. Ad esempio l’equazione z – a
                    = 0 rappresenta tutti i punti dello spazio che
            hanno la terza coordinata uguale ad a e che dunque si trovano su un
            piano parallelo al piano orizzontale (x, y) a
            una stessa quota a; mentre l’equazione x2 +
                        y2 +
                        z2 =
                        r2 rappresenta tutti i punti dello spazio che hanno distanza
                r dall’origine, cioè tutti i punti che si trovano sulla
            superficie di una sfera di centro O e raggio
            r, indicata con S2, mentre la
            disequazione x2 +
                        y2 +
                        z2
                    <
                    r2 rappresenta tutti i punti che hanno distanza dall’origine minore o
            uguale a r. Tale insieme, chiamato sfera o disco tridimensionale è
            generalmente indicato D3 e ha come bordo la
            superficie sferica S2. 
[image: FIG. 7.6.]
FIG. 7.6.
                


Come il lettore avrà notato abbiamo
            usato quasi le stesse parole nei due casi con un semplice passaggio da 2 a 3. Proviamo
            ora, per analogia, a generalizzare i concetti precedenti. Nasceranno nuove idee, nuovi
            oggetti, nuove parole per identificarli; oggetti perfettamente definiti e basati sulla
            potenza dell’algebra la cui consistenza non dipende più da alcuna interpretazione
            geometrica. Cominciamo col definire l’insieme delle quaterne ordinate di numeri reali
                (x, y, z,
                v), denotato con
                R4, un nuovo oggetto chiamato iperspazio (o spazio euclideo a 4
            dimensioni) i cui punti P si identificano con le dette quaterne,
            chiamate coordinate di P. La distanza tra
            due punti P0
                    = (x0,
                        y0,
                        z0,
                        v0) e P1
                    = (x1,
                        y1,
                        z1,
                        v1) dell’iperspazio R4 è data, per definizione dalla formula: 
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Ogni equazione F(x,
                        y, z, v) =
                    0 dà luogo a un nuovo oggetto contenuto nell’iperspazio
                R4 formato da tutte le quaterne che
            verificano l’equazione. A tali oggetti si daranno nuovi nomi e potranno essere studiati
            e analizzati con gli strumenti dell’algebra e del calcolo differenziale. Ad esempio
            l’equazione v =
                        a definirà un oggetto che si chiama «iperpiano», formato da tutte le
            quaterne (x, y, z,
                a) ottenute variando le tre coordinate x,
                y, z e tenendo fissa la quarta. I punti
            dell’iperpiano v =
                        a corrispondono biunivocamente ai punti di coordinate
                (x, y, z) dello
            spazio euclideo R3 e ogni oggetto
            contenuto in tale iperpiano corrisponderà a un oggetto «che possiamo vedere» dello
            spazio ordinario R3. 
Consideriamo ora tutti i punti di
                R
            4 le cui coordinate verificano l’equazione 
x2
                + y2 +
                    z2 +
                    v2 =
                    r2

questi punti definiscono un nuovo
            oggetto chiamato «ipersfera» di raggio r, indicata con
                S3 e formata da tutti i punti
            dell’iperspazio che hanno distanza r dal punto O = (0, 0, 0,
                    0). Osserviamo che questo oggetto rappresenta, come la superficie
            sferica, il bordo di un oggetto a quattro dimensioni «pieno», definito dai punti di
                R4 per i quali x
            2 +
                        y
            2 +
                        z
            2 +
                        v
            2
                    <
                    r
            2 e denotato da D4.
            
Così come, nello spazio
            tridimensionale R3, il piano z = 0 interseca la superficie sferica
                S2 lungo l’equatore, cioè lungo una
            circonferenza di raggio r, così nell’iperspazio
                R4 l’iperpiano v = 0 interseca l’ipersfera
                S3 in una superficie sferica
                S2 di raggio r,
            che chiameremo «iperequatore». Vi sono inoltre due ipersemisfere: quella i cui punti
            hanno la quarta coordinata v positiva e quella per i quali la
                v è negativa. L’ipersfera è perfettamente determinata come
            sottovarietà di R4 dalla sua equazione,
            ma cosa possiamo dire di significativo per capirne la forma e le sue proprietà? 
Per rispondere a questa domanda
            seguiamo ancora il metodo analogico per guidare i nostri pensieri e le nostre intuizioni
            e utilizziamo l’algebra per dimostrarle. Un modo molto diffuso per rappresentare una
            superficie dello spazio ordinario R3
            senza servirsi della terza dimensione, quella verso l’alto, consiste nel disegnare le
            sue curve di livello. Per fare ciò occorre intersecare la superficie con piani paralleli
            al piano orizzontale e disegnare sullo stesso foglio le curve che si ottengono,
            indicando per ogni curva la quota a cui si riferiscono. Nel caso di una superficie
            sferica, dividendo ad esempio il raggio r =
                        6a, in 6 parti uguali intersecando la superficie sferica con i piani
            paralleli z = 0, z =
                        a, z =
                        2a, z =
                        3a, z =
                        4a, z =
                        5a, z =
                        6a, otteniamo, la rappresentazione riportata nella figura 7.7. 
Poiché la sfera è simmetrica
            rispetto al piano z = 0, nell’emisfero sud le curve di livello sono le stesse di quelle
            dell’emisfero nord, però con i segni delle quote cambiati. Osserviamo che l’unione dei
            due dischi D2 che rappresentano le due
            semisfere, identificando i loro bordi che corrispondono agli
            stessi punti dell’equatore, è in corrispondenza biunivoca con
            la superficie della sfera S2, tale
            corrispondenza diventa anche bicontinua se definiamo gli intorni di un punto
            sull’equatore come l’unione di due parti: una nel disco nord e l’altra nel disco sud
            come è mostrato nella figura 7.7. Abbiamo così costruito un atlante topologico della
            superficie sferica formato da due carte, ognuna delle quali rappresenta mezza superficie
            sferica che prescinde dalla terza dimensione alto-basso. L’atlante darà luogo a una
            varietà riemanniana di dimensione due isometrica a
                S2 se, nei due dischi, si introduce
            coerentemente una metrica cioè un modo per misurare le distanze tra due punti
                A e B che restituisca l’effettiva distanza
            dei corrispondenti punti sulla superficie sferica. 
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Tutto questo può essere fatto anche
            in una dimensione maggiore: le intersezioni di
                S3 con gli iperpiani paralleli v = 0, v =
                        a, v =
                        2a, v =
                        3a, v =
                        4a, v =
                        5a, v =
                        6a danno luogo a delle superfici sferiche di raggi rispettivamente [image: ], [image: ], [image: ], 
[image: ], [image: ], 0 contenute nei rispettivi iperpiani. Proiettando la semi ipersfera
            nord sull’iperpiano v = 0 otteniamo un disco di dimensione tre che contiene le 6 superfici
            sferiche divenute, in seguito alla proiezione, concentriche. Queste 6 superfici sferiche
            sono per così dire le «superfici di livello» della semi ipersfera nord. Ugualmente nella
            semi ipersfera sud. Una possibile rappresentazione è riportata nella figura 7.8. 
In definitiva possiamo dire che
            l’ipersfera è formata da infinite fette, che chiameremo iperparalleli, ognuna delle
            quali ha la forma di una superficie sferica il cui raggio è inizialmente nullo nel polo
            sud (per v = –
                        r ) per poi aumentare via via fino a raggiungere un valore massimo
            uguale r corrispondente a v = 0 nell’iper equatore; aumentando ancora il parametro
                v il raggio della superficie sferica diminuisce fino ad
            annullarsi di nuovo nel polo nord (per v =
                        r ). In modo del tutto analogo a quello che avviene con una dimensione
            di meno. 
Molte altre proprietà
            dell’ipersfera possono esser dedotte per analogia; ad esempio in
                R3, se un piano interseca la
            superficie di una sfera S2 tale
            intersezione è sempre una circonferenza il cui raggio è massimo
            se il piano passa per il centro della sfera, nello stesso modo in
                R4 si può dimostrare algebricamente
            che l’intersezione di una ipersfera S3
            con un iperpiano, se non vuota, è sempre data dalla superficie di una sfera il cui
            raggio è minore o uguale a r e se l’iperpiano passa per l’origine
            delle coordinate, tale sfera intersezione ha il raggio massimo uguale a
                r. In appendice diamo la dimostrazione algebrica di questa
            proprietà.
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Ugualmente l’unione dei due dischi
                D3 che rappresentano le due semi
            ipersfere nord e sud, identificando i loro bordi che corrispondono agli stessi punti
            dell’iper equatore, è in corrispondenza biunivoca con l’ipersfera
                S3, tale corrispondenza diventa
            anche bicontinua se definiamo gli intorni di un punto sull’iper equatore come l’unione
            di due parti: una nel disco nord e l’altra nel disco sud come nel caso della sfera.
            Abbiamo così costruito un atlante topologico della ipersfera
                S3 formato da due carte: il disco
                D3 nord e quello sud, che prescinde
            dalla quarta dimensione v. L’atlante darà luogo a una varietà
            riemanniana di dimensione tre isometrica a
                S3 se, nei due dischi, si introduce
            coerentemente una metrica cioè un modo per misurare le distanze tra due punti
                A e B che restituisca l’effettiva distanza
            dei corrispondenti punti sulla ipersfera indotta dalla metrica naturale di
                R4. 
L’atlante topologico, anche se non
            ci permette di risalire alle reali distanze sulla ipersfera a partire dalle distanze
            misurate sui due dischi, ci permette di capire alcune proprietà topologiche molto
            importanti di questa varietà senza usare la quarta dimensione: 
	 la varietà è illimitata dal momento che
                    da ogni punto è possibile muoversi nelle tre direzioni spaziali indipendenti: se
                    il punto è interno a uno dei due dischi la cosa è ovvia, ma neppure l’iper
                    equatore rappresenta un limite invalicabile, dal momento che passando da un
                    disco all’altro è sempre possibile scavalcarlo; 
	 la varietà è connessa per archi cioè è
                    possibile raggiungere due punti qualsiasi con un cammino continuo: se i due
                    punti sono interni a un disco la cosa è ovvia se invece uno è in un disco e
                    l’altro nell’altro, scavalcando l’iperequatore li
                    possiamo comunque collegare; 
	 la varietà è semplicemente connessa: cioè
                    ogni circonferenza si può restringere con continuità fino a ridurla a un punto,
                    poiché questa proprietà vale nei due dischi; 
	 la varietà è compatta: cioè ogni insieme
                    infinito di punti ha un punto di accumulazione poiché questa proprietà vale nei
                    due dischi. 


Osserviamo che le stesse proprietà
            valgono per la superficie sferica S2 e
            che tutto questo ragionare, con poca fatica, si può generalizzare in ogni dimensione; si
            apre un bellissimo nuovo campo di ricerca: la geometria delle sfere
                    Sn di dimensione
                n con le loro proprietà topologiche e metriche e i loro
            reciproci rapporti. 
Ma torniamo alla nostra ipersfera
            di raggio r e alle sue proprietà metriche. In particolare, essendo
            l’ipersfera contenuta in R4 ed essendo
                R4 dotato della sua metrica
            naturale, possiamo misurare per integrazione la lunghezza di una qualsiasi curva e in
            particolare di quelle tracciate sulla ipersfera. Questo permette di trovare, tra tutte
            le linee tracciate sulla ipersfera che congiungono due suoi punti, quella di minima
            lunghezza. Il metodo analogico ci permette di intuire il risultato prima di eseguire il
            calcolo: le geodetiche dell’ipersfera sono le circonferenze massime di una superficie
            sferica massima. In altri termini le superfici sferiche di raggio r
            contenute nell’ipersfera, che si ottengono intersecando l’ipersfera con iperpiani
            passanti per l’origine, sono i piani di questa varietà, mentre le
            circonferenze di raggio r tracciate su questi
                piani, saranno le sue rette.
            
        
Infine tutti i
                piani che passano per un punto dell’ipersfera, sono superfici
            sferiche di raggio r e hanno quindi la stessa curvatura gaussiana
                1/r2, per cui la curvatura
            introdotta da Riemann è costante per tutti i piani e in tutti i
                punti. La geometria piana in questa varietà tridimensionale
            coincide con la geometria sferica di Menelao (vedi cap. II) e poiché per tre
                punti non allineati passa sempre un piano
            (la cosa è un semplice esercizio di geometria analitica) la geometria dei
                triangoli ipersferici è quella di Menelao. In particolare la
            somma degli angoli interni è sempre più grande di 180°, due
                triangoli simili sono sempre congruenti, non esistono
                quadrati cioè quadrilateri piani con 4
                lati uguali e 4 angoli retti. 
Come esempio mostriamo un
                cubo all’interno di una
            ipersfera di raggio r. Le sue 6 facce sono
                quadrati di una superficie sferica di raggio
                r.  
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Come
                S2, questo spazio curvo è illimitato
            e come S2, ha un volume finito, che si
            può calcolare esplicitamente con un semplice integrale, dato da
                2r3π2. 
Ecco il primo esempio di uno spazio
            tridimensionale profondamente diverso da quello euclideo, decritto da Riemann nella sua
            celebre memoria, uno spazio illimitato ma finito, nel quale tuttavia esistono
                rette, piani e ogni sorta di figura
            geometrica. 
        
Se il nostro spazio fisico non
            fosse euclideo ma fosse ipersferico un triangolo inscritto in una semicirconferenza
            sarebbe sempre ottuso e chiedere a Dio – ci racconta Dante – come fece Salomone: «Se del
            mezzo cerchio far si puote / triangol sì ch’un retto non avesse» [Paradiso, Canto XIII,
            101-102] sarebbe come chiedere se il nostro universo fisico sia euclideo o non euclideo,
            cosa che aiuterebbe a risolvere uno dei grandi problemi aperti della cosmologia
            contemporanea. Trovare questa domanda nella Divina Commedia
            costituisce un argomento a favore della tesi di I. Toth secondo la quale la
            possibilità non euclidea era presente nella cultura medioevale. 

Dante e la quarta dimensione 



Non c’è da stupirsi se il lettore
            che sia arrivato fino a questo punto si chieda se questi oggetti matematici come le
            ipersfere, le varietà riemanniane e altre fantasticherie simili siano solo elucubrazioni
            astratte lontane dall’intuizione e da qualsiasi tipo di utilità concreta. Cercheremo in
            questo paragrafo di contestare questa tesi, non solo rivendicando l’importanza di
            difendere le conquiste del pensiero puro, che è come dire contrastare la barbarie, ma
            fornendo un esempio di come queste suggestioni siano state in un certo senso presenti
            nel lavoro di un grande personaggio della storia, Dante Alighieri, che le usa negli
            ultimi canti del Paradiso, nella Divina Commedia, per descrivere
            poeticamente la sua visione dell’universo fisico e di quello divino. 
Secondo l’interpretazione del
            fisico americano M.A. Peterson che risale al 1978, l’universo dantesco
            sarebbe una ipersfera: una varietà tridimensionale, illimitata
            e finita immersa in uno spazio quadridimensionale. Anche altri studiosi avevano ripreso
            questa strana idea come ad esempio William Egginton – professore a Stanford – che, a
            partire dall’analisi del fisico statunitense, ne aveva approfondito i contenuti cercando
            di capire come avesse potuto Dante immaginare una ipersfera: On Dante,
                Hyperspheres, and the Curvature of the Medieval Cosmos (1999). È
            interessante anche il fatto che, in modo del tutto indipendente, H.R. Patapievici, uno
            studioso rumeno che abbandonò la carriera accademica come fisico per dedicarsi
            interamente alla cultura umanistica, sia arrivato alle stesse conclusioni. Il suo saggio
                Gli occhi di Beatrice. Com’era davvero il mondo di Dante?, la
            cui versione originale è del 2004, esce in traduzione italiana nel 2006. Ecco come
            l’autore descrive la sua emozione: 
Agli inizi degli anni novanta, durante una delle
                mie consuete letture della Divina Commedia, mi sono reso conto
                che le illustrazioni di Cactani relative ai canti XXVII e XXVIII [del Paradiso]
                erano completamente sbagliate. Quella è stata la molla. Come mia moglie sa, da quel
                momento sono stato colto da una febbre che mi ha tenuto sveglio per diverse notti,
                disegnando e ridisegnando, calcolando costruendo e comparando i passi tra loro.
            


Per capire l’origine di quella
            febbre bisogna raccontare – cercheremo di farlo nel modo più leggero e conciso possibile
            – il viaggio dell’Alighieri nel Paradiso. Secondo la cultura medioevale basata sul
            modello aristotelico geocentrico, la Terra è immobile al centro del mondo fisico,
            circondata da sfere concentriche, che contengono, nell’ordine,
            la Luna, Mercurio, Venere, il Sole, Marte, Giove e Saturno e le Stelle fisse. A questi 8
            cieli se ne aggiungeva un altro, il Primo Mobile, cielo che aveva il compito di mettere
            in moto gli altri 8, da lui circondati. La civiltà cristiana medioevale, di stampo
            latino, aveva aggiunto, oltre il Primo Mobile, un ulteriore cielo «spirituale», non
            fisico, l’Empireo, contenente gli eletti da Dio e le gerarchie angeliche. Dante, secondo
            gli studiosi citati sopra, porta sostanziali modifiche a questo modello. 
Man mano che Dante si eleva nei
            cieli del mondo fisico passando da una sfera celeste a un’altra, le dimensioni di queste
            sfere aumentano perché aumenta la virtù che esse rappresentano e aumenta anche la loro
            velocità, fino ad arrivare alla sfera più grande e più veloce: il Primo Mobile, il cielo
            «…che tutto quanto rape / l’altro universo seco, corrisponde / al cerchio che più ama e
            che più sape». Ma quando arriva ai limiti estremi dell’universo sensibile, così come era
            immaginato nella tradizione aristotelica-medioevale, Dante si sente smarrito, come fosse
            fuori dallo spazio: «Le parti sue vivissime ed eccelse / sì uniforme son, ch’i non so
            dire / qual Beatrice per loco mi scelse»; ogni punto del Primo Mobile è uguale a
            qualsiasi altro, non si riesce a capire dove ci si trova. Ma poi, guardando Beatrice,
            vede riflesso nei suoi occhi un altro universo, un universo allo specchio, un universo
            fatto di sfere angeliche in tutto simile all’universo fisico. Due universi, quello
            terreno e quello ultraterreno, che non sono collegati da una particolare direzione che
            conduce dall’uno all’altro ma che hanno un pieno contatto tra loro in ogni punto delle
            loro superfici ultime. 
        
L’universo appare a Dante formato
            da due palle piene i cui bordi sono due superfici sferiche messe in corrispondenza e,
            tramite questa corrispondenza, identificate tra loro. Questa identificazione rende
            possibile a Dante il passaggio dal bordo dell’una al bordo all’altra in qualunque punto
            si trovi. L’improvvisa consapevolezza di ciò causa la folgorazione di Patapievici: «Le
            due sfere dovevano essere tangenti in tutti i loro punti!». Ed è proprio questa
            assurdità la chiave di volta, poiché tutto diventa chiaro e comprensibile se immaginiamo
            questo spazio come una ipersfera. 
Dante si volta per vedere se quello
            che ha visto riflesso negli occhi di Beatrice è reale. Ci dice: «Un Punto vidi che
            raggiava lume». È la luce accecante di Dio, e intorno a quella luce Dante vede il mondo
            ultraterreno formato da altrettante 9 sfere: i cieli dei cori angelici che ruotano più
            velocemente del primo mobile e sempre più velocemente man mano che si avvicinano a Dio,
            mentre la loro grandezza diventa sempre più piccola fino a ridursi a quel punto
            luminosissimo: la favilla pura. 
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Dante non comprende perché
                l’esemplo [il mondo sensibile] e
                l’esemplare [il mondo ultrasensibile] non vanno d’un
                modo: perché, chiede, aumentando la virtù e la velocità nel mondo
            sensibile la grandezza delle sfere aumenta, mentre nel mondo ultraterreno diminuisce?
            Beatrice non si stupisce e spiega che questo problema è come un nodo inestricabile che
            il tempo ha indurito perché non si è mai tentato di scioglierlo. Di seguito, chiedendo a
            Dante di aguzzare l’ingegno, spiega che i cieli terreni sono tanto più ampi quanta più
            virtù e bontà essi esprimono: 
Li cerchi corporai sono ampi e arti 
secondo il più e ‘l men de la virtute 
che si distende per tutte lor parti. 


Maggior bontà vuol far maggior salute; 
maggior salute maggior corpo cape, 
s’elli ha le parti igualmente compiute.
            


e poi lo invita a continuare a
            misurare ciò che vede nel mondo ultraterreno non secondo la grandezza delle sfere ma
            usando il parametro della virtù, perché allora si capirà una cosa straordinaria: a
            maggior virtù corrisponde maggiore vicinanza al punto luminoso, cioè a Dio, e quindi
            minore grandezza della corrispondente sfera: 
per che, se tu a la virtù circonde 
la tua misura, non a la parvenza 
de le sustanze che t’appaion tonde, 


tu vederai mirabil consequenza 
di maggio a più e di minore a meno, 
in ciascun cielo, a sua
                intelligenza.
            


Dante sembra essere illuminato da
            questa spiegazione come se fosse riuscito a sciogliere quel nodo secolare di cui parlava
            Beatrice, folgorato da una straordinaria intuizione che, come suggeriscono gli studiosi,
            potrebbe essere quella di aver immaginato uno spazio a tre dimensioni, finito e
            illimitato, immerso in una quarta, uno spazio sferico, come lo chiamerà Einstein, una
            ipersfera, dove i due mondi, terreno e ultraterreno, corrispondono ai due iperemisferi. 
Forse Dante, ispirandosi alla
            geografia terrestre che gli intellettuali del Medio Evo conoscevano bene, concepisce una
            straordinaria metafora: come la superficie terrestre è formata da due emisferi
            contrapposti, l’emisfero Sud e l’emisfero Nord, così l’universo è formato da due mondi:
            quello terreno e quella ultraterreno; e come i due emisferi sono separati da un equatore
            che li unisce e che, nello stesso tempo, li separa, così il primo mobile, la sfera che
            separa il terrestre dal divino, unisce e separa i due mondi; e come risalendo verso
            l’alto dal sud al nord passiamo da un parallelo a un altro via via più grande fino ad
            arrivare all’equatore, così risalendo verso sempre maggiore virtù, di cielo in cielo, le
            sfere diventano sempre più grandi fino al primo mobile; e come poi i paralleli, salendo
            ancora verso nord, si stringono fino a un punto – il polo nord – che tutto domina, così,
            oltre il primo mobile, le sfere angeliche, aumentando ancora la virtù che esse
            rappresentano, diventano più piccole e nello stesso tempo più veloci e spiritualmente
            più vicine a Dio, che con la sua luce tutto pervade. 
Aggiungere il prefisso iper, come
            abbiamo fatto noi, alle parole sfera, parallelo, equatore, piano, per
            dare loro un senso matematico nella quarta dimensione, non è
            gran cosa; pensare invece che questo andare verso l’alto possa corrispondere a un
            progressivo avvicinamento a Dio, a un progressivo crescere della bontà e della virtù, e
            costruire con questa quarta dimensione un universo che concilia il terreno e
            l’ultraterreno in un unico modello geometrico, è certamente una delle possibili grandi
            meraviglie della Divina Commedia. 
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Alcuni sviluppi della geometria del XX secolo 



Riemann nella sua dissertazione
            inaugurale introduce due tipi di varietà di dimensione tre: quello a curvatura ovunque
            nulla e quello a curvatura costante e positiva. Il primo di questi due spazi
            coincide con l’ordinario spazio euclideo nel quale la somma
            degli angoli interni di un triangolo è sempre 180°, vale il V postulato, vale il teorema
            di Pitagora, quello di Talete ed esiste la possibilità, per similitudine, di aumentare
            la misura di una qualunque figura oltre ogni limite prefissato. Il secondo esempio è
            quello dell’ipersfera. In questo spazio non esistono rette
            parallele dato che i piani sono superfici sferiche e su una sfera
            due rette si incontrano sempre, la somma degli angoli di un
            qualsiasi triangolo è sempre maggiore di 180° e l’eccesso è proporzionale all’area del
            triangolo. In questa varietà la geometria piana coincide con la geometria sferica di
            Menelao che abbiamo visto nel capitolo II e valgono tutti i teoremi che abbiamo visto in
            quel contesto. È questa una varietà illimitata ma con il volume finito che può essere
            calcolato esplicitamente. 
Riemann non fa cenno, in quel
            lavoro, alle varietà di dimensione tre a curvatura costante negativa. Tali varietà sono
            state definite e studiate nei dettagli da diversi autori. In queste varietà la somma
            degli angoli di un triangolo è sempre minore di 180° e il difetto è proporzionale
            all’area. In queste varietà valgono i postulati e i teoremi della geometria di
            Bolyai-Lobačevskij, da loro dimostrati per via sintetica. I piani e
            la loro geometria è quella che abbiamo descritto nel capitolo V attraverso il modello di
            Poincaré. 
L’impatto che le idee di Riemann
            hanno avuto sullo sviluppo della geometria è stato gigantesco. Scrive Poincaré 
Tutto dipende dice lui [Riemann] dal modo col
                quale si definisce la lunghezza di una curva. Ma ci sono infiniti
                modi di definire questa lunghezza, e ognuno di questi può
                diventare il punto di partenza di una nuova geometria. 


Intanto risulta definitivamente
            superata l’idea che esista un unico spazio tridimensionale, quello euclideo. Al
            contrario se ne possono immaginare infiniti con proprietà differenti tra loro ognuno dei
            quali può essere indagato e descritto con gli strumenti del calcolo differenziale e
            della logica formale. In secondo luogo l’idea di Bolyai e Lobačevskij di uno spazio
            assoluto che conglobi come caso particolare la geometria euclidea risulta pure
            definitivamente superata. In realtà lo spazio assoluto immaginato da questi matematici
            mette in luce una nuova fondamentale caratteristica: la curvatura. Lo spazio della
            geometria iperbolica risulta essere una varietà tridimensionale illimitata, infinita, di
            curvatura costante negativa –k2 che nel
            caso k = 0 si riduce all’ordinario spazio euclideo. Una tipologia di varietà
            tridimensionale tra le tante! 
Le ipotesi alla base della
            geometria, come Riemann aveva indicato nella sua celebre dissertazione, si trasformano
            radicalmente. Le richieste iniziali, non chiedendo più che tra due punti passi una retta
            o che tutti gli angoli retti siano uguali, da quando si dispone del concetto di varietà
            riemanniana diventano altre richieste interessanti, di natura topologica, attinenti alle
            proprietà globali della varietà, ad esempio la sua dimensione o la natura del gruppo di
            trasformazioni isometriche che la varietà possiede, o altre ancora come la compattezza e
            la connessione. 
Una varietà riemanniana è compatta
            se ogni insieme infinito di punti ha sempre qualche punto di accumulazione, proprietà
            che non vale per lo spazio euclideo e per lo spazio iperbolico
            nei quali la retta è infinita, ma vale sulla superficie della sfera
            o sull’ipersfera e su altre infinite varietà dalle forme più strane. La «connessione per
            archi» significa che due punti qualunque dello spazio possono essere collegati con un
            cammino. Se si richiede che, dati due punti A e
                B della varietà, esista almeno un cammino geodetico che unisce
                A con B, la varietà è detta «completa»,
            proprietà questa che richiama il I postulato euclideo. 
Più interessante è la «semplice
            connessione»: una varietà è semplicemente connessa se e solo se ogni curva chiusa si può
            deformare con continuità, riducendola a un punto. Detto in modo più intuitivo, questa
            proprietà chiede che lo spazio non abbia buchi. 
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L’ipersfera di Beltrami, per
            esempio, ha curvatura costante negativa ma non è semplicemente connessa dato che
            contiene delle circonferenze che non possono deformarsi a un punto, mentre la superficie
            della sfera è semplicemente connessa. Il piano euclideo e quello di Bolyai-Lobačevskij
            sono anche varietà semplicemente connesse. 
        
In definitiva un primo importante
            risultato ci permette di elencare tutti i possibili spazi con determinate
            caratteristiche: se si suppone che lo spazio sia una varietà tridimensionale riemanniana
            (cioè uno spazio illimitato dotato di una metrica), completa (cioè per due punti esiste
            sempre una retta che li congiunge), connessa (cioè tutta di un pezzo), semplicemente
            connessa (cioè senza buchi), di curvatura costante (cioè omogenea e isotropa) allora un
            tale spazio può essere solo lo spazio euclideo
                R3, o una ipersfera
                S3 o lo spazio iperbolico
                H3 di Bolyai-Lobačevskij. Di queste
            tre varietà la sola compatta (che è un modo raffinato di dire finita) è l’ipersfera che,
            come abbiamo visto, ha un volume finito. Se escludiamo questo caso e richiediamo una
            qualche infinitezza ritroviamo la geometria assoluta di Bolyai-Lobačevskij che comprende
            solo lo spazio iperbolico di curvatura negativa e, al limite, lo spazio euclideo quando
            questa curvatura si annulla. Molto più complessa e tutt’altro che conclusa, la
            classificazione delle varietà per le quali venga meno una delle dette caratteristiche,
            ad esempio la curvatura costante. 
La geometria riemanniana fu
            accolta da Einstein come lo strumento matematico più idoneo per dare forma rigorosa alla
            sua concezione dello spazio fisico. Come Dante anche Einstein, con i suoi esperimenti
            mentali, ragiona per analogia in spazi di dimensione due, più facili da immaginare ma, a
            differenza di Dante, è consapevole che il passaggio alla terza dimensione può avvenire
            in perfetto rigore con i nuovi strumenti geometrici e analitici dei matematici, come
            abbiamo visto nel caso dell’ipersfera. Ecco come si esprime nella sua esposizione
            divulgativa della relatività:
        
Potremmo immaginare che, rispetto alla
                geometria, il nostro universo si comporti in modo analogo a una superficie che sia
                irregolarmente curva in singole zone, ma che in nessun luogo si diparta
                apprezzabilmente dal piano: qualcosa di simile alla superficie di un lago increspata
                da lievi onde. Un siffatto universo potrebbe adeguatamente venire chiamato un
                universo quasi euclideo. Esso sarebbe spazialmente infinito. Il calcolo dimostra
                però che in un universo quasi euclideo la densità media della materia dovrebbe
                essere nulla. Pertanto un universo siffatto non potrebbe essere dovunque popolato di
                materia: esso ci presenterebbe un quadro insoddisfacente… Se invece si deve avere
                nell’universo una densità media di materia che differisca seppur poco da zero, esso
                non potrà essere quasi euclideo. I calcoli indicano piuttosto che, se la materia
                fosse uniformemente distribuita, l’universo dovrebbe risultare di necessità sferico
                (o ellittico). Poiché in realtà la materia non è uniformemente distribuita nei
                dettagli, l’universo reale divergerà nelle singole parti da quello sferico cioè sarà
                quasi sferico. Esso sarà però necessariamente finito. 


Gli astronomi oggi non sono in
            grado di svelare quale sia la forma dell’universo né quale sia stato il suo passato o il
            suo futuro e molte ipotesi sono al vaglio degli scienziati. Quel che però è certo è che
            la matematica e in particolare lo studio delle varietà riemanniane ha fornito agli
            studiosi nuovi mezzi di indagine teorica, nuovi modelli geometrici internamente
            coerenti, coi quali tentare di comprendere il nostro mondo. 
Se ci soffermiamo un istante a
            rivedere dall’alto la storia che abbiamo raccontato non possiamo non riconoscere
            l’enorme progresso che il nostro pensiero ha compiuto nell’indagare lo spazio e la sua
            natura geometrica, a partire da Euclide e dallo spazio
            euclideo, il solo che pensavamo possibile. L’indagine
            matematica ci ha mostrato infiniti altri spazi dalle forme più diverse ma con
            caratteristiche comuni oggi ben chiare, caratteristiche che possiamo accettare o
            respingere, liberi di scegliere e immaginare nuove forme internamente coerenti che
            cambiano la nostra immaginazione dello spazio e di ciò che è possibile, forme che
            ritroviamo anche, e non può essere diversamente, nelle diverse espressioni del pensiero
            creativo: dalla pittura, all’architettura, alla letteratura. 
Se gli
                Elementi di Euclide si concludono classificando tutti i
            possibili corpi regolari dello spazio, oggi la ricerca è invece spostata a sondare tutti
            i possibili spazi, tutte le possibili varietà indipendentemente dagli oggetti che esse
            possano contenere, con l’obiettivo di classificarle e scrivere una sorta di catalogo,
            una galleria di forme a disposizione degli studiosi. Ma la geometria euclidea, che ci
            può sembrare superata dalle nuove idee, risorge invece dalle sue ceneri. La ricerca di
            varietà curve di una data dimensione ha bisogno di un ambiente semplice e ben conosciuto
            di dimensione maggiore, nel quale immergere la varietà: tale ambiente è, il più delle
            volte, Rn: lo spazio euclideo di
            dimensione n. 
Così le superfici di Gauss vivono
            dentro lo spazio R3 e l’ipersfera dentro
            lo spazio R4 e lo spazio di
            Bolyai-Lobačevskij in un R6. Si sarebbe
            potuto scegliere un’altra varietà, al posto dello spazio euclideo, nella quale immergere
            tutte le altre, ad esempio lo spazio iperbolico. Anche la dimensione di uno spazio
            iperbolico si generalizza facilmente e facilmente si definiscono spazi iperbolici di
            dimensione n denotati col simbolo Hn,
            anche negli spazi iperbolici si possono introdurre degli assi di riferimento e delle
            coordinate, lo stesso Lobačevskij si era spinto in questa
            direzione sviluppando una sorta di geometria analitica iperbolica. Il piano euclideo,
            come i due fondatori della geometria iperbolica avevano dimostrato, può essere immerso
            nello spazio iperbolico tridimensionale e così anche le superfici curve di Gauss. Ma
            quanta complicazione si troverebbe dovendo fare a meno del parallelismo e della
            similitudine, tanto utili nella geometria analitica ordinaria! 
Gli Elementi
            di Euclide, per la loro semplicità, armonia e bellezza, restano così ancora la materia
            prima, gli elementi iniziali insostituibili con i quali può prendere forma la geometria,
            anche quella non euclidea, come Poincaré aveva dimostrato con il suo disco.


Appendice 1 

Teorema di al-Khayyam-Saccheri



Saccheri e tutti coloro che nei secoli
        precedenti si erano persi nel tentativo di dimostrare il V postulato non avevano considerato
        il fatto che lavorare nella geometria con i soli 4 postulati di Euclide e considerare
        l’ipotesi, ad esempio, dell’angolo ottuso, significa operare in un ambiente coerente con
        tale ipotesi e tale da renderla possibile. Un tale ambiente potrebbe essere, ad esempio, una
        superficie sferica sulla quale, come abbiamo visto nel capitolo II, è possibile tracciare
            rette e un quadrilatero birettangolo con gli angoli ottusi (vedi
        cap. II). La forma del quadrilatero pone delle condizioni all’ambiente che lo ospita, che
        resta euclideo, e quindi a curvatura nulla, solo nel caso dell’angolo retto. Poter «vedere»
        (pensare) le seguenti figure nel proprio giusto ambiente curvo toglie il senso di assurdo
        che assale quando le si vedono disegnate, impropriamente, nell’ambiente e nel «modo
        euclideo», come fece Saccheri. Qui vi proponiamo, nei punti 4 e 5, i disegni di Saccheri,
        sopra, e la nostra versione in ambiente curvo, sotto. 
Teorema
            (al-Khayyam-Saccheri): Nel quadrilatero birettangolo
                ABCD gli angoli ACD e ADB
            sono uguali; inoltre AB = CD se e
            solo se questi angoli sono retti; AB > CD
            se e solo se questi angoli sono ottusi; AB <
                CB se e solo se questi angoli sono acuti. 


La dimostrazione si sviluppa in 5 passi
        e una conclusione:
    
1. Consideriamo un quadrilatero
        birettangolo ABCD, allora gli angoli ACD e
            CDB sono uguali. 
[image: ]

I triangoli CAB e
            ABD sono uguali (hanno uguali due lati AC =
                BD, AB in comune e l’angolo compreso che è retto per
        entrambi i triangoli). Sono uguali allora anche le ipotenuse AD e
            BC e gli angoli CBA e DAB
        e, per differenza con l’angolo retto, sono uguali gli angoli CBD e
            DAC. Ne segue allora che anche i triangoli CAD
        e CBD sono uguali e quindi sono uguali glli angoli
            ACD e CDB che indicheremo θ. 
2. Sia E il punto
        medio del segmento AB, da E alziamo la
        perpendicolare EF alla base AB e sia
            F il punto dove tale perpendicolare interseca il lato
            CD. Allora CF = FD e
            EF è perpendicolare a CD. 
[image: ]

Ragionando come nel caso precedente
        troviamo che i triangoli CAE e DBE sono uguali
        quindi CE = ED e gli angoli
            CEF e DEF sono uguali. Dunque i triangoli
            CEF e DEF sono uguali, avendo due lati e
        l’angolo compreso uguali e quindi CF = FD e gli
        angoli CFE e DFE sono pure uguali; poiché insieme
        formano un angolo piatto, essi sono retti. 
3. Nel quadrilatero birettangolo gli
        angoli ACD e BDC sono retti se e solo se
            AB = CD. 
Supponiamo che gli angoli
            ACD = BDC siano retti.
        
    
[image: ]

Sarà sufficiente dimostrare che
            EB = FD. Se fosse EB >
            FD, prolunghiamo FD in FK
        in modo da avere FK = EB. Congiungendo
            K con B, si viene a creare il quadrilatero
        birettangolo FEKB di base EF e lati
            EB = FK. Per quel che abbiamo dimostrato in 1,
        gli angoli FKB e EBK sono uguali, ma questo è
        assurdo perché l’angolo FKB è acuto mentre l’angolo KBE
        è ottuso. Infatti, per il teorema dell’angolo esterno applicato al triangolo
            DKB, abbiamo DKB < FDB
        e FDB è retto per ipotesi, dunque FKB è acuto.
        D’altra parte l’angolo EBK = EBD +
            DBK > EDB e EDB è
        retto per ipotesi, dunque KBE è ottuso. Dunque è assurdo supporre
            AB = 2EB > CD =
            2FD. 
Non può neppure essere
            EB < FD. In questo caso riportiamo
            EB sul segmento FD in modo che
            FK = EB. Congiungendo K
        con B, si viene a creare il quadrilatero birettangolo
            FEKB di base EF e lati EB
        = FK. Per quel che abbiamo dimostrato in 1, gli angoli
            FKB e EBK sono uguali, ma questo è assurdo
        perché l’angolo FKB è ottuso mentre l’angolo KBE è
        acuto. Infatti, per il teorema dell’angolo esterno applicato al triangolo
            KDB, abbiamo KDB < FKB
        e FDB è retto per ipotesi, dunque FKB è ottuso.
        D’altra parte l’angolo EBK = EBD –
            DBK < EBD e EBD è
        retto per ipotesi, dunque KBE è acuto. Perciò è assurdo supporre
            AB = 2EB < CD =
            2FD. 
4. Nel quadrilatero birettangolo se
        l’angolo θ è
        ottuso allora AB >
                    CD. 
[image: ]

Se l’angolo θ =
                CDB è ottuso non può essere AB =
                CD altrimenti, come abbiamo già dimostrato, questo angolo sarebbe retto.
        Dimostriamo che non può neppure essere EB <
                    FD. In questo caso riportiamo EB sul segmento
            FD in modo che FK =
                EB. Congiungendo K con B, si viene
        a creare il quadrilatero birettangolo FEKB di base
            EF e lati EB =
                FK. Per quel che abbiamo dimostrato in 1, gli angoli FKB
        e EBK sono uguali, ma questo è assurdo perché l’angolo
            FKB è ottuso mentre l’angolo KBE è acuto.
        Infatti, per il teorema dell’angolo esterno applicato al triangolo KDB,
        abbiamo KDB <
                    FKB e FDB è ottuso per ipotesi, dunque
            FKB è ottuso. D’altra parte l’angolo EBK =
                    EBD – DBK <
                    EBD e EBD è retto per ipotesi, dunque
            KBE è acuto. Perciò è assurdo supporre 
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AB = 2EB
            < CD = 2FD. 

5. Nel quadrilatero birettangolo se gli
        angoli ACD e BDC sono acuti allora
            AB < CD. 
Se l’angolo θ =
                CDB è acuto non può essere AB =
                CD altrimenti, come abbiamo già dimostrato, questo angolo sarebbe retto.
        Dimostriamo che non può neppure essere EB >
                    FD. Se fosse EB >
                    FD, prolunghiamo FD in FK in modo
        che sia FK =
                EB. Congiungendo K con B, si viene
        a creare il quadrilatero birettangolo FEKB
        di base EF e lati EB =
                FK. Per quel che abbiamo dimostrato in 1, gli angoli FKB
        e EBK sono uguali, ma questo è assurdo perché l’angolo
            FKB è acuto mentre l’angolo KBE è ottuso.
        Infatti, per il teorema dell’angolo esterno applicato al triangolo DKB,
        abbiamo DKB <
                    FDB e FDB è acuto per ipotesi, dunque
            FKB è pure acuto. D’altra parte l’angolo EBK =
                    EBD + DBK >
                    EDB e EDB è retto per ipotesi, quindi
            KBE è ottuso. Dunque è assurdo supporre AB = 2EB
                > CD = 2FD. Poiché AB non può essere né uguale né maggiore di
            CD, sarà minore di CD. 
[image: ]
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Conclusione 



Nel quadrilatero birettangolo
                ABCD gli angoli ACD e
                ADB sono uguali; inoltre AB =
                        CD se e solo se questi angoli sono retti; AB >
                        CD se e solo se questi angoli sono ottusi; AB <
                        CB se e solo se questi angoli sono acuti. 
Resta da dimostrare che se AB >
                        CD gli angoli sono ottusi e se AB <
                        CD gli angoli sono acuti. Ma nel primo caso tali angoli non possono
            essere che ottusi perché se fossero retti sarebbe AB =
                        CD (per 3) e se fossero acuti sarebbe AB <
                        CD (per 5). Così come nel secondo caso questi angoli non possono essere
            che acuti perché se fossero retti sarebbe AB =
                        CD (per 3) e se fossero ottusi sarebbe AB >
                        CD (per 4).


Appendice 2 

La prima «dimostrazione» di Legendre del V postulato di
            Euclide



Siano AB e
            CD due rette tagliate dalla trasversale AC e
        supponiamo che l’angolo ACD sia retto e l’angolo
            CAB acuto. Vogliamo dimostrare che le due rette prolungate nella
        direzione di B e D si incontrano. Tracciamo dal
        punto A la perpendicolare EA alla retta
            AC. Prendiamo un punto
            T1 sulla semiretta AB e
        da T1 tracciamo la perpendicolare
            T1X1.
        Il punto X1 non può coincidere con
            A (in questo caso AE e
            AT1 sarebbero perpendicolari a
            AC ) né trovarsi sulla semiretta AL (se fosse X1 =
                    L la retta
            T1L sarebbe
        perpendicolare ad AC per costruzione ma incontrerebbe la retta
            AE nel punto F e dunque da
            F avremmo due perpendicolari alla retta AC ).
        Prendiamo ora un punto T2 sul prolungamento di
            AT1 e da
            T2 abbassiamo la perpendicolare
            T2X2
        alla retta AC. Ragionando come prima vediamo che il punto
            X2 non può coincidere con
            X1 e non può
        neppure trovarsi sul segmento
            X1A perché in tal caso
        incontrerebbe la retta
            T1X1
        nel punto F1 e da questo punto avremmo le due
        rette
            T1X1
        e
            T2X2
        perpendicolari alla stessa retta AC. Proseguendo in questo modo
        troviamo infiniti punti T1,
            T2, …,
            Tn … sulla retta AB dai
        quali, tracciando le perpendicolari alla retta AC, troviamo infiniti
        punti X1,
            X2, …,
            Xn, … per i quali, ragionando come prima, AX1
                > 0,
                    X1X2
                > 0,
                    X2X3
                > 0 … Xn –
                        1Xn >
                0, … e quindi, sommando un numero sufficiente di termini, 
AX1 +
                X1X2
            + … + Xn –
                    1Xn >
                AC

[image: ]

Ne segue che il segmento
                ATn
        incontra la retta CD.

Appendice 3 

Un teorema sull’ipersfera di dimensione
                n



Teodosio di Bitinia (II sec. a.C.) ha
        composto il primo importante trattato sulla sfera che sia arrivato a noi. In questa
        appendice vogliamo dimostrare nel caso di una ipersfera, la prima proposizione del primo
        libro: «Cum sphaerae superficiem secat aliqua plana superficies, sectio facta in superficie
        sphaerae circulus est» secondo la versione di Maurolico (1494-1575). 
L’ipersfera
                Sn di dimensione
            n, o n-sfera, è una sottovarietà di dimensione
            n contenuta nello spazio euclideo
                Rn+ 1 di dimensione n + 1. I punti di
            Rn+ 1 sono le
            (n + 1)-uple ordinate X =
                    (x1,
                    x2, …,
                        xn
                + 1) di numeri reali e la distanza è definita generalizzando quella nello
        spazio ordinario: se Y =
                    (y1,
                    y2, …,
                        yn
                + 1) è un altro punto di
            Rn+ 1, la
        distanza tra X e Y è definita dalla formula 
[image: ]

La n-sfera
                Sn di raggio r
        è formata da tutti i punti di Rn
        + 1 che hanno distanza r dall’origine O = (0, 0, …, 0), ovvero dai punti X le cui (n + 1) coordinate verificano l’equazione: 
[image: ]

Un iperpiano H è
        formato da tutti i punti X di
            Rn+ 1 le cui (n + 1) coordinate verificano una equazione di lineare, i cui coefficienti non
        sono tutti nulli: 
a1
                x1 +
                a2
                x2 + … +
                    an+1xn+1
            = q

tale insieme è uno spazio euclideo di
        dimensione n immerso nello spazio euclideo di dimensione n + 1. Osserviamo che q = 0 se e solo se l’iperpiano passa per l’origine. 
La proposizione di Teodosio che
        vogliamo dimostrare è la seguente: «L’intersezione (se non vuota) di una sfera
                Sn con un iperpiano di
                Rn+ 1 è
        un punto o una sfera Sn–
            1». 
Notiamo che il nostro enunciato è
        valido anche quando n = 1 se definiamo S0 = {A,
                B} e in questo caso il teorema ci dice che l’intersezione di una
        circonferenza con una retta se non è vuota e non è un punto, è data da due punti. Il caso n = 2 è quello considerato da Teodosio. 
La dimostrazione che proponiamo è un
        chiaro esempio di come l’intuizione geometrica possa far scoprire dei teoremi in contesti
        più generali dove non è possibile una rappresentazione spaziale tridimensionale, ma dove
        l’algebra può agire per proprio conto senza bisogno di una sua rappresentazione o
        giustificazione geometrica. Prima di presentare la dimostrazione facciamo qualche premessa
        euristica. 
Nel caso n = 1, se una retta H ha equazione ax + by
                = q, allora la proiezione ortogonale di O sulla retta
            H è il punto P di coordinate 
[image: ]
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infatti si vede facilmente che questo
        punto appartiene alla retta H e il vettore OP è
        ortogonale alla retta.
    
Nel caso n = 2 non è difficile dimostrare che la proiezione ortogonale dell’origine
            O sul piano H di equazione ax + by
                + cz = q è il punto P di coordinate: 
[image: ]



[image: ]

dato che questo punto appartiene al
        piano H e il vettore OP è ortogonale ad
            H. 
La figura ci fa intuire quale sia il
        ruolo del punto P e ci fa intuire la dimostrazione che cerchiamo:
            P è il centro della circonferenza intersezione del piano con la
        superficie sferica. 
Fatte queste premesse ecco come procede
        la nostra dimostrazione per analogia. 
Nello spazio di dimensione
            n + 1, dato l’iperpiano di equazione: 
a1x1
            +
                a2x2
            + … +
                    an+1xn+1
            = q

consideriamo il punto
            P di coordinate 
[image: ] dove abbiamo posto 
[image: ]

Si vede facilmente che il punto
            P appartiene all’iperpiano H dato che le sue
        coordinate verificano la sua equazione. Supponiamo ora che l’iperpiano
        intersechi la n-sfera e sia T =
                    (t1,
                    t2, …,
                        tn
                + 1) un punto di questa intersezione. Le due relazioni seguenti valgono dunque
        simultaneamente 
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la prima perché T
        appartiene alla n-sfera, la seconda perché T
        appartiene all’iperpiano H. 
Calcoliamo ora la distanza
            PT: 
[image: ]

elevando al quadrato, sviluppando le
        parentesi e riordinando i fattori otteniamo: 
[image: ]

e, tenendo conto delle relazioni
        precedenti, otteniamo: 
[image: ]

Questa distanza non dipende dalle
        coordinate di T ma solo dal raggio r della
        ipersfera e dal piano H. In conclusione se [image: ] il piano H non interseca S
                n, infatti se ci fosse un punto
            T nell’intersezione la sua distanza da P
        dovrebbe essere un numero reale mentre il nostro calcolo mostra che
        questo non accade. Se [image: ] un punto T dell’intersezione ha distanza nulla da
            P e dunque T =
                P e il piano H interseca S
                n solo nel punto P ;
        infine se [image: ] ogni punto T dell’intersezione di
            H con S n ha la
        stessa distanza [image: ] da P e dunque si trova sulla (n – 1)-sfera S
                        n–1 di centro P e raggio d contenuta
        nell’iperpiano H. Inoltre d =
                r è massimo se e solo se q = 0 cioè se e solo se l’iperpiano passa per O. 
Viceversa ogni punto T
        della (n – 1)-sfera
                        Sn–
                    1 di centro P e raggio d contenuta
        nell’iperpiano H si trova anche sulla n sfera
            S n, infatti se T
        appartiene all’iperpiano H allora a1
        t1 +
                    a2
        t2 + …
                + an
                + 1
        tn
                + 1 = q e quindi 
[image: ]

se questa distanza vale
            d allora dovrà essere [image: ] e quindi il punto T si trova sulla
            n-sfera Sn di
        centro O e raggio r.
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